Courbes cycloidales

. Mouvement plan sur plan.

. La cycloide droite.

. Les cycloides.

. Epicycloides, hypocycloides, péricycloides.

. Rectification, développée, équations intringgies.
. Les courbes cycloidales comme enveloppes.

. Les courbes trochoidales.

0o N o o B~ WDN P

. Courbes cycloidales particulieres.
a Christophe ,
Pierre-Jean Hormiere

Introduction

Les courbes cycloidales sont les lieux décritsymapoint fixé sur un cercle roulant sans glisser su
une droite ou un cercle. Lorsque le point est h#taau cercle roulant mais ne se trouve pas sur la
circonférence, son lieu est appelé courbe trochmidaes courbes peuvent étre tracées par des
enfants, grace aux roues dentées du jeu appeléogrsphe ».

Ces courbes étaient connues des l'antiquitéskiht été étudiées par Hipparque de Nicée (-190, -
125 av. J.C.), fondateur de la trigopnométrie, quiiwa a des observations astronomiques a Rhodes
et a Alexandrie entre -161 et -127. En 1900, agelate I'lle d’Anticythére, par 62 métres de fond,
des pécheurs d'éponge découvrirent, dans une &paiegie, outre des statues et des amphores, une
calculatrice mécanique en bronze, de forme circella’une extréme sophistication, permettant de
calculer les mouvements solaire et lunaire, degirdes éclipses et les mouvements de certaines
planétes. Composée de plus de 82 éléments dorttamaine de roues dentées, elle était sans doute
actionnée par une manivelle. Antérieure d’au plossiecle a 87 av. J.C., date de la conquéte
romaine, elle aurait été fabriquée a Rhodes, peatgar Hipparque de Nicée, par Posidonios de
Rhodes, par Archimede ou un de ses disciples.

Fragment principal de la machine d’Anticyhere Modele reconstruit par Mogi Vicentini

Les courbes cycloidales ont été retrouvees eléssT™ siecle, par Bouvelles (1501) et Direr
(1525). Mais c’est surtout au 17 qu'elles furent étudiées, par Galilée, Descarlgssargues,
Fermat, Mersenne, Roberval, Pascal, La Hire, Walewton, Wren, Leibniz, Huygens, les
Bernoulli (Jacob, Johann, Daniel), Euler, etc. €t des applications en cinématique, dans la
théorie des engrenages, et en optique.



Les calculs seront souvent conduits a I'aide mabres complexes. Les figures ont été tracées
avec Cabri-géometre ou avec Maple.

Courbes hypocycloidales, épicydlaies, hypotrochoidales et épitrochoidales

1. Mouvement plan sur plan

1.1._ Généralités

Soit P un plan affine euclidien orienté fixepalg plan absolu rapporté a un repére orthonormé
direct (O,T ,3), d’axes OX et QY. On plonge ce plan dans un espdfine euclidien orienté de
dimension 3, et I'on posg = T Dj.

Soit (A, i ,]) un repéere orthonormé mobile du plan.@,une application {1 J - (A(t),i(t),] (1)
de classe fl(k = 1) définie sur un intervalle J d® telle qu’a chaque instant ti,(([),] (t)) soit un

repére orthonormé. On dit que le plAn= (A,i,]) glisse sur le plan P, ou que (R) est un
mouvement plan sur plan.

En vertu du théoreme de relévement, on peuteéi:@) = a(é(t)) et ] (1= \»/(6(t)) ,0u:
. (G(&) ,\7(6)) désigne le repére radia](ébz cos8 .1 +sind.J et \7(6) = G(9+77/2)
«8:1 - R est une fonction de class& n a :
()= 00). MAY) = 60 jt) = eO.(KTi).
' =-80. WqY) =-8@.iM) = eO.(K0j ).
Soit M(t) un point mobile dans le plédh Satrajectoire absolueest I'arc paramétré + W(t),

satrajectoire relative l'arc t — m(t).
Ona: AM() = x(t).i(t) + y@®. j(t) = x(®.U(AL)+ y(t).WAY) et OM(t) = OAt) + AM(t).
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Siron dérive, il vient M. = dA , dAM. o, encoreVa (M) = Vi (M) + Ve (M).
La vitesse absolu_e est ‘somme de la vitesse rekittide la vitesse d’entrainement. Ici :
dd_'\tfl - %\ +X(0).1 () + Y. j(©) +01). KOAM () (1)
Si M estlié au plan mobile c'est-a-dire si ses coordonnées relatives x(t)®tsont constantes,
alors : Cg—'\t" %/t\ +0(t). KOAM (1) @)

1.2. Centre instantané de rotation

Théoreme: En tout point t de J tel quBt) # 0, il existe dans le plan un unique point |, ligrapere
mobile, ayant une vitesse absolue nulle.

—_—

Preuve: On veut quedl = 0, donc dA dA , 0'(t).( K DAL () = 0 ou K DAl () = = . dA

dt dt a'@t) " dt
C’est un probléme de division vectorielle ; il ssdmlutions, caK etcéi—'tA sont orthogonaux ; elles
sont données paﬂ M=K Dgg‘ +\.K . Comme | est dans le plan= 0 et
- dA
Al ® = KD 40 (3)

Définition : Le point | est appeléentre instantané de rotation (c.i.r.)du mouvement plan sur plan.
On appelldbasele lieu absolu de toulante son lieu relatif.

1.3. Propriétés du centre instantané de rotatian

1) Le point | ne dépend que de la géométrie duuament : t ne figure par dans la formule (3).

—_—

2) Si M(t) est un point lié au plan mobile, o%ﬁi = %—'\t/' —% =o' t).(KOIM ().

Ainsi, la vitesse de M est la méme que dans un emewnt de rotation de centre | : d’ou le nom

donné au point I. De plus/a (M) est orthogonal dM , donc la normale en M a sa trajectoire
absolue est la droite IM. Des que I'on connaia tdngente en M est la normale en M a IM.

3) Représentation paramétrigue de la badk = OA + K [ g'g‘
Si I'on notea(t) etb(t) les coordonnées de A(t) dans le repére fixeeit :
_._db - da - dZ,
xt) =a 46 et y(t)=b+ 46 En complexes, [&) = Za(t) +1. 46

4) Représentation paramétrique de la roulastie est donnée par (3).

t dI - dA dAM

dt dt dt -

6) La roulante roule sans glisser sur la pase si I'on oriente dans le méme sens la base et
roulante au point de contact commuryless notant resp. les abscisses curvilignes deladase et

5) La base et la roulante sont tangentes En Effe

la roulante, orientée par le méme vecteur tangert formule précédente se traduit par :

ds 7 _dsT _
it T = dt T , donc ds=ds.

7) Réciproguemensi une courbe mobile roule sans glisser sur wuebe fixe, le centre instan-
tané de rotation du mouvement plan sur plan aiéfénidest le point de contact | des deux courbes.




En effet, s = §+ cte, et méme s 5 si I'on choisit les origines de facon qu’ellescagrespondent.

Cela impliquedd—st- T = g—ts T , \Z h= \7 (1) et comme\z = \Z + \7 ,ona bieri\Z (h=o0.

2. La cycloide

2.1. Définition, paramétrisation

Définition : La cycloide (ou roulette) est la courbe décrite par un point d’'un cerclerqule sans
glisser sur une droite fixe.

Cette courbe a été étudiée par Galilée, Robenedcartes, Fermat et Pastabtamment.

Notons D la droite (base du mouvement), C le cdrdelante), P le point de contact de D et
rayon de C. Prenons D pour axe des abscisseqmisans que le point fixe M du cercle passe en O
a I'instant initial, et que le cercle roule versdiite, donc tourne dans le sens des aiguillesed’u

montre. Le roulement sans glissement se traduitfya(OM) = OP.

Notons u = AM , AP), il vient Arc(OM) =OP =au.

OM = OA + AM , d'ou, en complexes, z(M)au +ia-ia e '
X &(u-sinu) y =a(l-cosu)

2.2. Etude et graphe

Intervalle d'étude OM (u+2m = omm.i + OM (u). De plus, x@) est impaire, yf) est paire :
étude sur [01] + sym(Oy) + translations.

i .2u . u u
Variations: x’(u):2a.sm2§ : y’(u):2a.sm§.cos§.

u =0 est point critiquel U 3 - +o0 ; tangente verticale.

X

Avec Maple:

>wi th(plots): p:=plot([u-sin(u), 1-cos(u),u=-Pi..5*Pi/2]):
>q: =ani mate([u+cos(t), 1+sin(t),t=0..2*Pi],u=-Pi/2..5*Pi/2):
>di splay({p, q}, scal i ng=constr ai ned) ;

Remarques 1) Le graphe de la cycloide est invariant pagrieupe diédral infini engendré par la
translation de vecteum@.i et la symétrie par rapport a y'Oy.

- : : _Yy_ ] —
2) La demi-arche 8 u< mtest le graphe d’'une fonction xasArccos( 1 a) y(2a-y) .

3) Ce graphe est le graphe d’'une vraie fonction y(x), composée de v a.(1 - cos u) et de la
bijection réciproque de w a.(u - sin u). Celle-ci est implicite, mais élémentagtexplicite si 'on
prend le temps de la nommer et de I'étudier. Etecentinue, etc.

Exercice : Montrer que cette fonctign- y(x) est concave sur [07R

! Les écrits de Pascal consacrés & la rouletteseeint dans le tome 2 de ses Euvres compléteside|&p.
319-377).



2.3._Rectification
Orientons la cycloide dans le sens des u croissahtprenons O pour origine des abscisses

. . ds . u
curvilignes. Il vient — = 2a.| sin—|.
du 2

Sur 'archeu 0O [0, 2, s@U) = 4a.( 1 - cos%). -

Théoréme: La longueur d’'une arche vaua 8

(Wren, Roberval, Huygens, 1658).

N.B. : Du fait de la présence de points critiquagpnction
u .t

s(u) = IO Za‘smz

classe & mais non un E&difféomorphisme, car sa dérivé 0

s'annule en certains points.

.dt est un homéomorphisme croissant 57
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2.4. Courbure, centre de courbure, développée

—_ >

T =AM _ cosoi +sina.j =sinY.i +cosd.j . doda=2Z -Y mod .

: J=sing 2 2 ~ 2 (mod
Conségquence géométriquéa tangente en M est MQ, la normale est MP. @éleoule aussi des
propriétés du mouvement plan sur plan : P est eeémstantané de rotation, les normales en M, A et

Q aleurs lieux resp. se coupent en M, donc MPi@shale a la cycloide.

—ds __,ds __ 45einlU
Rayon de courbure ® da 2du 4a.sm2.

Centre de courburk Il a pour coordonnées X =-xQ.sina =a.(u+sinu)
Y =y .cosa =a(cosu-1)

Notons que | est le symétrique de M par rapport a P
La développée se déduit globalement de la cyclpéddda translation de vectewar( —2a).

Preuve géométrigueSoit M’ le point diamétralement opposé a M sacércle roulant. Il décrit la
cycloide C’ translatée de vecteary 0). M'Q est tangente a C’' en M’, et paralleleanbrmale MP

en M. Si | est le symétrique de M par rapport 51” = 2AP = M1 , | décrit la translatée de C’
par (0,—2a), et la droite MI est tangente au lieu de | ; dkeu de | enveloppe les normales en M.
2.5. Aire de I'arche
21 L'aire située sous une arche de cycloide vaut,sapaieuls :
2 2
A= J'Om y(x).dx = J'O y(u).x'(u).du = 3’

Théoréme(Roberval, 1634) : L'aire de I'arche de cycloid e
trois fois celle du cercle roulant.

Galilée avait conjecturé ce résultat en pesamntel'diun arceau et
en comparant son poids a celui du disque roulamtl@34, apres
six ans de recherches, Roberval en donna une déaors
géométrique. Descartes fit de méme en 1638 dandetine a
Mersenne, ainsi que Fermat en 1640 et Pascal éh 165
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Voici une_preuve géométrigurée de I'excellent petit livre de J. Lemaire :




Soit S@rt, 2a) le sommet de I'arche, M et M’ deux points infirent voisins de la demi-arche OS, |
et I les intersections avec Ox des normales ert M’'& la cycloide, P leur point d’intersection. On

. . . _Aire(PIl) _pPILy2_1
peut écrire au premier ordre pres : Aire(PMM) ~(PM) =4

Si o est le centre de courbure en S, I'aire délimitgel@s deux demi-arceaux de cycloides O&, O
lesquels sont égaux, et la droite, Saut quatre fois I'aire du triangle curviligne @Aou A est la

projection de S sur Ox. Donc : Aire(OAS)Z?’:OA.OS :% Ta.2a = %

2.6. Equation intrinseque

De® =-4asiny et sza(l—cos%) (0< s< 8a), on tire :

2
€¢L2+(s—4a)2=16a2 et R =-,s(8a-9).

2.7. Développantes

La formule esOP= OM +(L-s )'F. Posant L —d=m, il vient :

X =.(u + sin u) Hn.sin% Y =a(l+cosu)+a+ m.cos%

Sim= 0, on trouve une cycloide translatée, ce qunattrel compte tenu de 2.4.

>wi th(plots):

>p:=plot([u-sin(u), 1-cos(u),u=-Pi..4*Pi +Pi ], t hi ckness=2):

>d: =m >pl ot ([ u+si n(u) +nrsi n(u/ 2), 3+cos(u) +nfcos(u/ 2),
u=-Pi/2..4*Pi +Pi / 2], col or=COLOR(RGB, rand()/10712, rand()/10"12,
rand()/10n12)):

>display({p,seq(d(m,nm=-4..4)});

5
Développantes de cycloide

2.8. Caustique par réflexion

Probléeme Des rayons lumineux arrivent perpendiculairengetd base venant de y-=o, et sont
réfléchis par un miroir cycloidal. Quelle est I'etappe des rayons réfléchis ?

Solution: Le rayonoM se réfléchit en MAM’, ou A est 54

le centre du cercle roulant et M’ le point de ceclae ,,-f‘i H‘“‘>

diamétralement opposé a M. La caustique est d %_5 =

I'enveloppe de la droite MA. (R = = o e SN TR,

Elle a pour équation ;
i + inu-— = :

(Dy) X.cosu-Y.sinu+a(sinu-u.cosu)=0. 0 1 3 3 y z :

L'intersection des droites (et (D'y) est le point




K G x(@2u) G y(u).
On obtient la cycloide déduite de la cycloide adtipar Hom(O, %2).

2.9. Une courbe autodéveloppée

On peut fabriquer une courbe autodéveloppée gl'd@morceaux de cycloides.
Soitf: x [0, 2a] - 2aArcsin, /X —% x(2a—x) .

2a
Définissons x- y(x) par y(x) =f(x — 4ak) si ak < x < 4k + 2a,
y(X)art— f(x—4ak—2a) si bk +2a < x < da(k + 1)

Le graphe de y est formé de morceaux d'arches deidgs, chacun étant développé du précédent.
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Maoqe de la V|Ilaromaie de Séviac (Gers)

2.10. Le pendule cycloidal isochrone de Huygens

«Qutre ses pirogues hissées a leurs potences, vinendaleinier américain se reconnait a ses
fourneaux. (...) C’est aussi un endroit propice adfexion mathématique la plus ardue. Ce fut dans
la chaudiére de gauche dRéquod ma pierre de lard circulant diligemment en rondt@ur de moi,
gue je fus pour la premiére fois frappé indirectatngar ce fait remarquable qu’en physique tout
corps glissant sur une cycloide, ma pierre de [@adexemple, tombe de n’importe quel point, d’'une
méme hauteur pendant un intervalle de temps denééritHerman Melville dans Moby Dick.

Expliquons cela. Soit A une arche de cycloide matans un plan vertical, la base étant horizontale
et l'arche située en-dessous de la base. Monteeleguoscillations d’'un point matériel M abandonné
a l'action de la pesanteur et assujetti a resterlawycloide sont isochrones, quelle que soit
I'amplitude.

Solution: Soient M(x =a(u—-sinu), z=a(cos u- 1)), Sér, —2a).

1m? = — ol 2: - ;‘§ = inu du
> mv =mg.(—2z),dou V=2¢.(cos y—cos u),avec v it 25\sm2 “dt
Le temps mis par M pour joindred\ S avec une vitesse initiale nulle est

T= J-ﬂ 2asin(u/2)
“o\/2ga.(cosuo—c031)

du=n \/g , apres calculs : c’est une grandeur indépendinid,.



L’oscillation est donc Zi \/% ; on retrouve la valeur approchée du pendule gimpl

Application au pendule isochrone de Huygegfgante d’un point de vue mathématique, mais sa
portée pratique en raison des frottements.

Avec Maple :

>wi th(plots):a:=Pi:f:=t->piecewi se(t<=a,t-sin(t),t>=a,2*a-t+sin(t)):
>Q:=t->-1+cos(t): base:=plot([f(t),g(t),t=a..3*a], scaling=constrained):
>ds: =2*sin(t/2):s:=-4*cos(t/2):

>fp:=t->pi ecewi se(t<=a, 1-cos(t),t<=3*a,-1+cos(t)):
>fil:=[f(t)-u*s*fp(t)/ds,g(t)+u*s*sin(t)/ds,u=0..1]:

>boul e: =[f(t)-s*fp(t)/ds+cos(u)/15,g(t)-s*diff(g(t),t)/ds+sin(u)/15,
u=0..2*a]:cyclo_restante: =[f(u*t), g(u*t), u=0..1]:

>trajectoire: =plot([subs(u=1, op(1,fil)),subs(u=1,o0p(2,fil)),t=-a..a],
color=violet,linestyle=2):

>pendul e: =ani mat e({boul e, fil,cyclo_restante},t=-a..3*a,

col or =bl ue, nunpoi nt s=30) : di spl ay({base, pendul e, trajectoire});

2.11. Cycloide et brachistochrone

La cycloide posséde une propriété plus remarquatiitere : c’est la courbe « brachistochrone ».
Expliquons cela. Considérons dans lI'espace physiqueplan vertical? rapporté a un repere

orthonormé xQy , Ox étant dirigé par I'accélératitenla pesantewyr.
Soit A(1,a), etl" une courbe d’équation yffx) ouf O Cl([O, 1], R) , f(0) = 0 etf(1) =a. Un point

matériel M de massm est abandonné en O, sans vitesse initiale, eddaak sufF sans frottement,
sous l'influence de la seule pesanteur.

On démontre que la courbetelle que le temps mis par le point M pour join@@ A soit minimum
est un arc de cycloide joignant O a A. Ce célebrwéeex probléme est étudié dans mes Fonctions de
plusieurs variables, D. Calcul des variations.

3. Les cycloides générales

3.1. Définition, paramétrisation

Définition : Lacycloide droite outrochoide, est la courbe décrite par un point fixé a unleegai
roule sans glisser sur une droite fixe.

Notons D la droite (base du mouvement), C le cqrolelante), P le point de contact de d et C, a le
rayon de C. Prenons D pour axe des abscisseqymisans que le point fixe M du cercle passe en O



a I'instant initial, et que le cercle roule versdiite, donc tourne dans le sens des aiguillesed’u
montre. Reprenant les notations du § 1, noton§@R,CM ) et OP = Arc(M'P) = au.
P(au, 0), C@u, a), Q(au, 2a). Il vient 7y — zc = %e_lu(Zp— ) =-ibe ', dou

g,|:a.(u+i)—ib.e_iu et x=au-bsinu, y=a-b.cosu.

3.2. Etude et graphe

N "“ \/
» Sia>b, on obtient legycloides raccourcies

» Sia=b, on retrouve lzycloide usuelle
» Sia<b, on obtient lesycloides allongées

>wi th(plots):

>F:=(b,u)->(u-b*sin(u), 1-b*cos(u));

>p: =b->plot([F(b,u),u=-Pi..3*Pi], col or=COLOR(RGB, rand()/10712,
rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2);
g:=plot([F(1,u),u=-Pi..3*Pi], col or=red,thickness=2):

>di splay({qg, p(0), p(0.33),p(0.66),p(1.5),p(2),p(2.5),p(3)});
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Cycloidesaite, allongées et raccourcies

Remargues 1) Le seul cas ou il y a des points stationisai@®t le caa =b, u = X1t

2) Les cycloides raccourcies sont des arcs simptetels que u- M(u) est injective.
Les cycloides allongées ont des points doubles.

3.3. Recitification

d52 = dx2 + dy2 = (a2 + b2 —2ab.cos u ).dlzj. Orientons I'arc dans le sens des u croissants.
u u/
Il vient s =I0 Jaz+h?-2abcoh.do = IO 2\/(a—b)2.co§¢+(a+b)zsin2¢.d¢.




On trouve I'élément d’arc d’ellipse, fait obsener Blaise Pascal en 1658.

3.4. Propriété cinématigue

On constate aisément qu%%\" =i(zp—2v).

Si I'on interpréte le parametre u comme un tengsekteur vitesse est perpendiculaire en M a MP ;
autrement dit la normale en M a son lieu est lateldlP. Cela découle de ce que P est le centre
instantané de rotation du mouvement plan sur plkant point M du plan mobile a une vitesse

orthogonale a MP.

L’hodographe du mouvemeﬁn(u) (@—Db.cos u b.sin u) est la cercle de centee Q) de rayorb
parcouru dans un mouvement uniforme. L’hodograghkhddographe esb(sin u ,b.cos u) : cercle
de centre O et de raydm

4. Epicycloides, hypocycloides et péricycloides

4.1. Définitions générales, paramétrisatian

Définition : Dans le plan, un cercle roule sans glisser sur un cercle fige Lorsquel reste
intérieur aB, chacun de ses points décrit une courbe appgf@acycloide Lorsqud™ reste extérieur
aB, le contact étant extérieur, chacun de ses pdétst une courbe appelépicyloide Lorsquel”
reste extérieur B, mais contienB (le contact étant donc intérieur), chacun de s@gpdécrit une
courbe appelépéricycloide

Notations:
Le cercle de base B est de centre O, origine diéreept de rayoa.
M est le point dont on suit le déplacement.
C est le centre du cercle rouldntr son rayon, P son point de contact avec B.
On choisit I'axe des x de facon que le point M pams Ag, 0).

On pose tzo_A,a:”) et uzﬁ’,m).

f_—_“n,\\

" ) /0
o j

Epicycloide Hypocycloide Péricycloide

Epicycloide Le roulement sans glissement s'éditc(AP) = Arc(PM), i.e.at = ru.
_ iu _ iu it ity \ _ i(t+u) _ it.(1+alr) _ imt
Zv—2c=¢e (zp—zc)=e .(ae —-(@atne))=-re =-re =-re
dou m=r(me'-e™) , ouim= % +1.
X(t) = rfr.cost—costt)) , y() = r.(msint—sin(t) ).
Péricycloide et hypocycloide
Le roulement sans glissement s’échitc(AP) = Arc(MP) , i.e. at =-ru.

M-2c= eiu.(ZP -20) = eiu.( ael- (a- r).eit) )= rg (W = A Jmt

10



. it imt .
d'ou : =-r(me -e™) , oums= 1—%.

X(t) =r.(mcost—cosft)) , y()=-r.(msint- sinft)).

Les formules précédentes peuvent se résumer en wrrhalisme unigue

p = PC:. = r sicontact extérieuéicycloide
=r si contact intérieuhf/pocycloideou péricycloide)

m=1+2  at=pu,
0

imt

z=p.( m.eit -e ) X =p.(m.cos t — cosft) ) y(t) =p.(m.sin t — sinfnt) ).

e m>1 - p>0 épicycloide

e 0<m<1l - p<-a péricycloide

e m<0 = —-a<p<0 hypocycloide
N.B.:Onexclutlecaas=0our=0;donm# 1. De mémean = 0 est exclu, car il conduit a ras
z=a. AlorsI =B et M reste en A.

4.2. Isométries laissant invariante une courbeycloidale

On vérifie que z{t) = Z(t) et que z(t +r2nL_7i) = Z(t).exp(_ZrLlyl? ).
On en deduit que la courbe est invariante globahémar les rotations Rot(é—mkﬁ), kOZ, et par la

symétrie s par rapport a Ox. r = Rot%) et s engendrent un sous-groupe diédral du grdape

déplacements. Nous préciserons ces résultats en 4.5

4.3. Points critiques et réquliers

dz _ . it:imt‘:} _ 2kn
dt 0 e =e t—m_1

Les points critiques sont les points communs &Uldantel” et a la bas8. lls se déduisent donc du
point A(t = 0) par les rotations Rot(éﬁl%), kOZ.

= | z(t) | =a, apres un instant de réflexion.

m(m-1) 2 m(m-1) i 3
— —5 "

+ O(t4) .

Etudions donc le point A. z)aE+p p
Proposition : En chaque point critique M dela tangente est la droite OM et il y a rebrousggme
de premiere espéce.

Remarque le casm = -1 est trés particulier. Alors r%, € =-1, z =a.cost. Le point M décrit une

hypocycloide a deux rebroussements, dont I'imagéeesegmentHa, a]. Il s’agit d’'un mouvement
vibratoire, appelé engrenage de La Hire

Proposition : En un point régulier M dE, la normale en M est la droite MP, la tangentdaedtoite
MQ, Q point diamétralement opposé a PIsur

Preuve: Cela découle de : yz— zp =p.( eit - eimt) et g—tz =

Cela découle aussi des propriétés du mouvementsplaplan ; P est en effet le centre instantané de
rotation.

pmi.( m.eit—eimt).
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4.4. Graphes

>wi th(plots):
>F.=(r,mt)->(r*(nfcos(t)-cos(ntt)),r*(msin(t)-sin(nmt))):
>p:=plot([cos(t),sin(t),t=0..2*Pi], col or=red,thickness=2):

>h:=n->plot ([F(-1/n,-n+1,t),t=0..2*Pi ], col or=COLOR(RGB, rand()/10"12,
rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2):

>di splay({p, h(3),h(4),h(5),h(6)}, scaling=constrained);
>ee:=m>plot([F(1/(1-mM,mt),t=0..8*Pi], thi ckness=2, col or =COLOR( RGB,
rand()/ 10712, rand()/10712, rand()/10712)):

>di splay({p,ee(1/4),ee(1/3),ee(1/2)}, scaling=constrained);

—

e

h—— _2_:

-—'-'-i-

Hypocycloides Epidgides

4.5. Etude de I'ensemble des points critiques

On est amené a distinguer deux cas :

» Sim 0 Q, la courbe cycloidale C a une infinité de pointiques, qui forment une partie dense
du cercle B. Son intersection avec ce cercle camtenne infinité de points, C n’est pas une courbe
algébrique. Son image est une partie dense deitammoe < |z|< v, ou

ML, M) et ML fa M),

u =infla v = supfa

On ne représentera que quelques unes des arches.

e SIMOQ, m= g (pOg=1), la courbe cycloidale admet Np- q | points critiques.
sin((p+1) 9) - Up(COS(])),

La courbe est unicursale, car, en pos%nt @, cospd) = Tp(cosd), sing
Tp et U, étant les polyn6mes de Tchebychev.

K =2 (pTy(cost) - 0 Tyleos8)) ¥ =25 (pUg-s(c05t) - AUp-1(cos) )
Posantt = tang/2), x et y sont des fonctions rationnellestde

Cette étude permet de préciser les résultats dgdu@ déplacement laissant globalement invariante
C est une rotation de centre O car O est isobameele 'ensemble S des points critiques si S est
fini, et, si S est infini, son adhérence est urcleede centre O invariant. Il est donc du type z

exp(zm'—k_717).z. On en déduit qu’en 4.2. on a trouvé toutessiesétries laissant invariante C.
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4.6. Double génération d’une courbe cycloidalga Hire ?).

Ona:OM =OC + CM ; oC a pour affixepmeit; CM a pour affixe—pmeit.
Considérons le parallélogramme OCMC' :
OC =CM a pour affixe—pmeit ; CM =0C a pour affixepmeit.
Peut-on trouver des constangesm’ et une variable t’ telles que :
—p eimt — p, - eit‘ . pm ét —_ p,eim‘t’ "

Ces relations sont compatibles et donnemti = 1, p’ = — pm.
La courbe C peut donc étre engendrée d’'une sedande par le roulement d’'un cercle sur un autre.

* Le cercle fixe apourrayor =(m —-1)p'=(m-1)p=a:il coincide avec B.

* Le cercle mobilé” touche B en P’ d’angle polaire t' mt et son centre est tel que

PC) =p =-pm=-p-a

Dans le cas d’une hypocycloidegtl™” sont tous deux intérieurs & B. Dans le cas dépieycloide,
I etl" ont, 'un un contact extérieur, I'autre un corttadérieur avec B.

5. Rectification, développée, éguations intrinseéqee

5.1. Rectification(Newton, 1687).
ds’ = dz.dz = 4p°nf.sir’ (mT_lt) df , ds= 2|pm.sin(m7_1t) l.dt | s(t) = apm|ﬂsinm7_14.du ,

en prenant A4, 0) comme origine des abscisses curvilignes, erientant la courbe dans le sens des
t croissants. Restreignons-nous a I'intervallewtiétl.

1°" cas :m> 1,p = r : épicycloide avec contact extéri¢wr |0, %]
_ 'sind=l — 4Arm 11 _ coeqm=1,
s(t) = 2pm J-Osm%u).du = m_1.[1 cos(™5 1)].

, _8om _8rm _ r
Longueur de l'arche L = e il &.(1+ a )

Sim= g 0 Q, le nombre d'arches est N p  q|. La longueur totalest N.L = 8M.(1 +% ).

Exemple 1 : Eou cardioider=a,m=2,L=1&

Exemple 2 : Eou néphroider =% ,m=3,L=&,NL=12a

2éme

cas :m<1: péricycloide avec contact intérieur ou hymbaidel = [O, 12—_7r7n]

_ A [ coqm=L : 81m
s(t)—l_m.[l cos( 5 t) ]. Longueur de l'arche L3

2 Philippe de LA HIRE (Paris 1640 - Paris 1718) était le fils du gravieamrent de La Hire (1606-1656), qui
était, comme Abraham Bosse, disciple de Desardues;ut une éducation artistique, notamment ersidest
en peinture. Il passa quatre ans en ltalie pouegionner ses dons ; I'étude de la perspectiveotauisit a
apprendre la géométrie. Elu & I'Académie royale stésnces en 1678, il fut nommé en 1683 sur laretds
mathématiques du College royal, et en 1687 suhddre d'architecture de I’Académie royale. Treduenceé
par Desargues, La Hire étudia les sections conidues point de vue projectif. Il publia en 16Ruvelle
méthode en géométrie pour les sections des supsrfioniques et cylindriqueBans un livre plus ambitieux,
Sectiones conica€l675), il expose la géométrie projective de Dasesgll rectifia la cardioide en 1708. Il
étudia aussi les carrés magiques, I'astronomiphyasique et la géodésie. En astronomie, il instellgremier
théodolite a I'Observatoire de Paris, rédigea dbtes donnant les mouvements du Soleil, de la letrdes
planétes. En géodésie, il mesura les cotes fraagaienstruisit un instrument pour trouver le nivdain site,
et contribua a un projet de carte de France.
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L= 8r.(% - 1) si0<m< 1 (péricycloide) ,

Exemple 1 : Eou cardioide r=2a,m=

L=i8(1- % ) sim< 0 (hypocycloide).

1=
5 L=1&

Exemple 2 : E ou néphroide r:ﬁ ,m= 1 ,L=6a,NL=12a

2 3
Exemple 3 : H ou deltoide r=% , =—2,L=% ,NLz%.
Exemple 4 : H ou astroide r =% ,m=-3,L= 3—2"" , NL = 6a.
Longueur de l'arche:: L =|t | =8 | 2 e

Longueur totale sim= g 0Q:

N.L —| 7(p-a)|.

5.2. Aire d'une arche

Aire d’'une arche vue de O :

2
A [mL( 5 _ 2 m(m+l)
A 5 |0 Im(zd2) =mp 1

NA = np? TUMHL)

. .o p _
Aire totale si m= q 0Q: ]

5.3._Développee
Théoréme(La Hire): L’équation de la développée est z(I)ozm—:_%( me" + eimt).

C’est une courbe semblable a la courbe cycloidale.

in@=1
om Sln(mz_ ) jme,

Preuve: T = 8Z = e 2 . Restreignons-nous a l'intervalle d’étude.
ds ™ |onf sin(m—z‘lt)
= ML i .
esim>1,1=[0,2L] T=e2 =¢° ol = MLt
m-1 2

L] _2 T = lmTﬂt = |a - rml

Sio<m<1l,p<-a,l= [O’l—m]’T e e ol o=t

= Lt

+Sim<0,-a<p<0,I=[0, —7%] T=-e2' =€ oua=m+ m2+1_t

Il reste & écrirddl = OM +& N, eta distinguer les trois cas ci-dessus.

Notons pour finir que &) = rrH-leXp( )z (t+

)
m-1
Cela montre que la développée est globalementiantarpas la similitude z rrH-l exp(

c’est-a-dire par Hom(Oml) oRot(0; /1) =58

5.4. Preuve géométrique

Traitons le cas de I'épicycloide contact extériemr> 1,p > 0.

)z
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T a méme orientation unQ car gt miMP, en
confondant vecteurs et complexes.
a = (Ox,T) = (Ox,MQ)
= (Ox,0Q) +(Q0,QM) = t1xd.

Transformons la figure par Hom(g#Q),

a+2r m+l’

8“%|

m-1
B devient B(0, a ) I devientl™ (C’, arr&l)' [E]

La normale MP en M a C recoupeen |.
L’arc IP’ est égal a I'arc P’A’, en notant A’ le it de B’ d’angle polalretfé =

m—l

Tout se passe comme ISi roulait sur B'. | décrit une épicycloide image @epar S. Et IP est la
tangente en | a son lieu. Donc la normale MP emgEoune épicycloide semblable, le point
caractéristique étant .

5.5. Equation intrinséque

Les formules exprimar® et s en fonction de t, si I'on choisit s% cos(m_Tlt ), donnent :

ni+ 1 )2.9{2 + (m-1 )2.32 = 16p2.m2.
Si on fait rouler la courbe cycloidale sur la tamgele lieu du centre de courbure est une ellipse
nf+ 1 )2.y2 + (m-1 )2.x2 = 16p2.m2.

5.6._Développantes
Elles sont données par la formule généra(ﬁ?z OM + (L-5s) T.

1-3m @mt — rm3 m at + (4mr _ )é%ﬂt

Traitons le cas de I'hypocycloide. On trouvep =Zr=—2" =m

Dans mon étude sur les roues est établi le résuliaant (cf. aussi § 8.2. pb 4) :

Théoréme : Pour tout entier impain = 3, les hypocycloides & rebroussements admettent pour
développantes des roues, c'est-a-dire des corpekes de largeur constante.

Exemple: développantes d’hypocycloide a 3 rebroussementgéltoide).

>wi th(plots):
>x:=t->2*cos(t)+cos(2*t);y:=t->2*sin(t)-sin(2*t);s:=t->8/3*(1-cos(3*t/2));
>F:=(L,t)->(x(t)-(L-s(t))*cos(t/2),y(t)+(L-s(t))*sin(t/2));

>q:=L->plot ([F(L,t),t=0..4*Pi], col or=COLOR(RGB, rand()/10"12,

rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2);
>p:=plot([x(t),y(t),t=0..2*Pi], col or=red, thickness=2):

>di splay({p,a(0),q(4/3),qa(8/3),qa(4),q(16/3),q(20/3),q(8)},

scal i ng=constrai ned) ;
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Développantes gffocycloides a 3 rebroussements (ou deltoide)

6. Les courbes cycloidales comme enveloppes

On peut définir, ou caractériser les courbes cygeles comme enveloppes de droites.

Théoreme (Eckardt) : Deux points mobiles A et B se déplacam un cercle fixe, 'un avec une
vitesse angulaire constante v, 'autre avec lssiteangulaire constarntev. La droite AB enveloppe
une hypocycloide sh < 0, une épicycloide sn > 0.

On exclut les cam = 0 (un point reste fixe) e = 1 (AB enveloppe un cercle homothétique).

Preuve géométrigueVeérifions que les courbes cycloidales possedette propriéte.

Cas de I'épicycloidé. MQ recoupe le cercle (@,+ 2r) en Q’, MP recoupe la base B en P’.
Ona Arc(AP) =a(t+u) =am = mArc(AP).

P et P’ se déplacent sur la base B et enveloppeatépicycloide de parametng a savoir la
développée dé.

Cas de I'hypocycloid&C. MQ recoupe le cercle (@,— 2r) en Q’, MP recoupe la base B en P'.
Ona Arc(AP) m(t+u) =ant = mArc(AP).

P et P’ se déplacent sur la base B et enveloppanthypocycloide de parametng & savoir la
développée déc(.

Preuve analytiqueA(a.cos t,a.sin t), B@.cosfn), a.sin(mt)).
Apres simplification, la droite AB a pour équatidiuler :

(®) x.coémTﬂt)+y.sir(mT+1t) = a.cos(mT_lt).
4ri ; — s L mHly - g Ml g m-l
Dérivons (D) x.sin( 5 t) + y.cog 5 t) a m_l_l.su‘( 5 t).
D +i.Dpy donne z ﬁ( me +e™).

7. Les courbes trochoidales

7.1. Définition générale, paramétrisation

Définition : On appellgrochoide ou courbe trochoidale le lieu décrit par un point M attaché a un
cerclel roulant sans glisser sur un cercle fike

Reprenons les notations de 4.1. Cette fois-ci Ndpéatient plus forcémentla Notons CM = L.r.

On trouve facilement 0= 4 me' - L.e'mt).
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Proposition : Une courbe paramétrée par z(u)&®4. "0 + pgPt 1
ou W et y sont des constantes arbitraires, et ou a, &3 sont des constantes réelles non nulles
telles quex # 3, est une courbe trochoidale.

7.2._Graphes
>wi th(plots):
Ta:=(r,ml,t)->(r*(mcos(t)-l*cos(nrt)),r*(msin(t)-l1*sin(ntt))):
>ht:=l->plot([Ta(-1/3,-2,1,t),t=0..2*Pi ], col or=COLOR(RGB, rand()/10712,
rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2);
>di splay({p, ht (1), ht(0.5),ht(1.5),ht(2),ht(0),ht(-0.5),ht(-1),ht(-
1.5),ht(-2)}, scal i ng=constrai ned, axes=none) ;
>et:=l->plot([Ta(1/3,4,1,t),t=0..2*Pi ], col or=COLOR(RGB, rand()/10"12,
rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2):
>display({p,et(1),et(2),et(0),et(-1),et(-2),et(0.5)},
axes=none, scal i ng=constr ai ned) ;

Courbes trochoidales associées a une hypdojde et a une épicycloide a trois rebroussements

7.3. Les courbes cycloidales sont les seulesrbes trochoidales ayant des points critiques

En effetg—tZ = pmi.(eit - L.eimt) =0ssiL =ei(m_l)t ; comme L est réel, L £1.

SiL=1, ontrouve z 1;).(m.eIt - em) ; c’est bon !

_— it oimt, . ic, it _imt _n .
SiL=-1, ontrouve z p.(me +e ") ; mais alors z(t + c) pe (me —e ) pour c 1 une
rotation raméne a L = 1.

7.4. Trochoides et équations différentielles

L’équation différentielle z"- (a + ).z’ + af.z = 0,a # 3 réels, a pour solutions
22 +be® @b Dcxc

z(t) décrit une courbe trochoidale.

Exercice : Résoudre le systeme différentiel suiyntariable est t) :
X'=3x4y , y’=3.y+4x.
Tracer la solution correspondant a x(0) = 2, x¥Q)0) = y'(0) = 0.
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8. Courbes cycloidales particulieres

8.1. L’hypocycloide a 2 rebroussements, ou engrage de La Hire

Définition : L’hypocycloide a deux rebroussementsest le
lieu décrit par un point d'un cercle de rayaf2 roulant sans
glisser sur le cercle C(@) en restant a l'intérieur de celui-ci.

L'H2 n’est autre qu’'un segment de droite.
Paramétrisation: Xx&cost

On I'appelle aussi « mouche de La Hire ». Elle & é&udiée
par Cardan en 1570, et La Hire en 1699.

8.2. L’hypocycloide a 3 rebroussements, ou deit®.

Définition : L"hypocycloide a trois rebroussementsest le
lieu décrit par un point d'un cercle de rayaf3 roulant sans
glisser sur le cercle C(@) en restant a I'intérieur de celui-ci.

L’H3 se nomme aussieltoide en raison de sa forme Arcurviligne.

Equations, paramétrisations

Paramétrisation : X %[Z.COSG + cos(®)] y =% [2.sin8 - sin(0)]
a.(3-6u?-u?) _ 8Bauw
XT3y Y Barp)e

Equation polynomiale :
3t V)2 + 6% + ) + 2daxy’ —8ax" —a = 0

Equation intrinséque : 3S.+ 81.8 = 642°
Longueur totale : 4 1—3?&
Aire délimitée : A = % (double de celle du cercle inscrit).

La deltoide est une quartique.

<0
0r=5,00cm
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Probleme 1 : hypocycloide de Steiner d'un triangl€1856)

0) Question préliminaire. Soit C un cercle de
centre O, Ox un axe issu de O. Deux points P et P’

décrivent C de facon que@(,@) = -

2.(6(,65). Montrer que I'enveloppe de la droite
PP’ est une hypocycloide a trois rebroussements.

Soit T = ABC un triangle. On note O le centre du
cercle circonscrit, H I'orthocentr&) le centre du
cercle d’Euler (milieu de OH).

1) Montrer que les projections orthogonales P, Q
et R de M sur BC, CA et AB resp. sont alignées si
et seulement si M est sur le cercle circonscrit. La
droite PQR sera alors noté&gM) (« droite de
Simson » relative & M). Montrer qu’elle coupe le
segment HM en son milieu N.

2) Montrer que si M et M’ sont diamétralement
opposeés sur le cercle circonscrit, les drok@d) et 2(M’) sont perpendiculaires, et que le lieu de
leur point d’intersection est le cercle d’Euler.

3) La droite de Simsog(M) relative a M coupe le cercle d’Euler en N etMbntrer que, lorsque
M varie les arcs décrits par N et Z sont dansppoda —2,i.e.que — NN = ZZ.

4) Montrer quex(M) enveloppe une hypocycloide a trois rebroussést#n tangente aux trois
cbtés et aux trois hauteurs du triangle. Quelespbint de contact de (M) et deX ? Montrer quei
est tri-tangente au cercle d’Euler, en des point$ayment un triangle équilatéral.

Probleme 2 : hypocycloide de Steiner d'un triangle

Soit un triangle ABC, qu’on supposera inscritslincercle unité. On note b etc les affixes resp.
de A, B et C. Un point M(z) se projette en P, Redur les droites BC, CA et AB resp.

1) Calculer I'affixep de P ; en déduire celles de Q et R.

2) Montrer I'’équivalence : PQR sont alignésM appartient au cercle circonscrit au triangle ABC
La droite PQR est appeléeoite de Simsonassociée au point M.

3) Soient M et M’ deux points du cercle circatitsa ABC. Montrer que les droites de Simson
associées a M et M’ sont perpendiculaires ssi M’etont diamétralement opposés.

4) Soient ABCD quatre points cocycliques diggndlontrer que les droites de Simson de chacun
des points par rapport au triangle formé par leis tutres sont concourantes.

5) Soit Me'e) un point du cercle circonscrit. Ecrire sous fordien déterminant I'équation de la
droite de Simson associée. On suppose a rotatemndar repere que= 1. On pourra admettre que
cette droite de Simson a pour équation :

—2726®+27%c+e® +®(b+c+1)-€®(bc+b+c)-be=0.
6) Trouver le point caractéristiqueg¥@de cette famille de droites, et vérifier qu’ipaur affixe :

e_i¢ . s .
Z20) =w+ T(Z.e"“+e'2w) , oU w=b+TC+1 bc=e?® y=0+¢.

En déduire que I'enveloppe des droites de Simsan ttiangle est une hypocycloide a 3 rebrous-
sements, ayant pour centre le centre du cercldefButangente a ce cercle (théoréme de Sté)ner

3 Jakob Steiner(1796-1863), grand géométre suisse qui enseigetlin.
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Probleme 3 : deltoide et paraboles

Le plan affine euclidien est rapporté a un repétieomormeé xOy. Soient B(0), Q(0,b) (aetb # 0).

1) Montrer que la parabole tangente a Ox endP@y en Q a pour équatio(ﬂéJf% ‘1)2 = %-

Montrer que son foyer F appartient au segment [ret @érifie E—g = %2.

‘ . _ _ b2_a2
Montrer que son axe a pour equathX] ay = ab b2+a2

Soit R non nul. Montrer que cette parabole estdatega la droite D : x + y = R ssi RagT%.

2) Montrer que I'enveloppe des axes des paralialggentes a Ox, Oy et D est une hypocycloide a
trois rebroussements.

Probléme 4 : deltoides et roues

1) Montrer que la famille de droites ¢)D Xx.cosB + y.sin@ = 8 + cos(8)
enveloppe une développante d’hypocycloide a tetisaussements, qui est de surcroit la frontiere
d’'un convexe compact de largeur constante danggdas directions (de tels convexes s’appellent
des roues).

2) Plus généralement, montrer que, parmi legldgpantes d’une tfigurent des roues.

Remarque : pour des compléments, cf. mon chapitrkes roues.

8.3. L’hypocycloide a 4 rebroussements, ou astde.

Définition : L’ astroide* est le lieu décrit par un point d’'un cercle deorag/4 roulant sans glisser
sur un cercle fixe de rayan en restant a I'intérieur de celui-ci.

Equations, paramétrisations
Paramétrisation : X —% [3.cos0 + cos(B)] =a.cos8 v =%[3.sin6 — sin(®)] =a.sino
213 213 _ _2/3

Xty

Equation rationnelle : =a
Equation polynomiale : 2()4— y2 - a2)3 + 27::12x2y2 =0
Equation tangentielle : 2(mz+v2)—a2u2v2 =0 oul+l-2

W@ v oW
Rappelons que c’est une cns pour que la droiteudtmn ux + vy + w = 0 soit tangente a la courbe.

Equation intrinséque : RZ+4€=9a"
Longueur totale : L =&
Aire délimitée : A =3

8
L'astroide est une sextique.

0s

* Dénomination proposée par le mathématicien epasine bohémien Joseph von Littrow en 1838.
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Théoréme: L’astroide est I'enveloppe des segments variaBlBsde longueur fixea, dont les
extrémités A et B sont astreintes a rester suddstes fixes et perpendiculaires.

Preuve: A(a.co9, 0), B(0 ,a.sinB). La droite AB a pour équation x.dbs y.sirB = a.sinb.co$.
Son point caractéristique est M(asin'9,y =a.cosse).

1_

Images d’'une astroide par la transformation de Jougwski z - %(z+% ). Hommage a F. Le Lionnais.
Exercice : Le scarabée. Soit A un point de la loiss® x = y. Etudier et représenter la podairé\de
par rapport a l'astroide, c'est-a-dire le lieu gesjections de A sur les tangentes d’icelle, pour
différentes points A. Casou A=0 ?

8.4. L'épicycloide a 1 rebroussement, ou cardie.

«L'église n'était pas trés éloignée. La voiture déit une
élégante cardioide et s'arréta en bas des marches.

Boris Vian, L’'Ecume des joursXXl, p.105

Définition : La cardioide’ est le lieu d’un point d’un cercle qui roule safisser sur un cercle fixe
de méme rayom, en restant tangent extérieurement a ce cercle.

Equations, paramétrisations

Equations paramétriques : »af 2.cos t-cos(2t)] , y=a[ 2.sint-sin(2t)]
« = 2a(l-w) y =—4au
Q+w)> (A+u)?
Equation cartésienne : 2(w><y2 + 2ax )2 = 4a2( x2 + y2)
Equation tangentielle : a?x/v ( u2 + v2) =2(au+v )3
Equation intrinseque : 9{§.+ 4.52 = 64:;12
Longueur totale : L =1
Aire délimitée : A = fa’.

La cardioide est une quartique rationnelle.

® La découverte de cette courbe est attribuée aidadtpersma ; sa dénomination est due a Castilip#l)).
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Constructions.
Avec Cabri-géometre : Avec fantaisie :

i

Avec Maple :

>wi th(plots):base:=plot([cos(t),sin(t),t=0..2*Pi]):

>roul ante: =ani mate([ 2*cos(t) +cos(u), 2*sin(t)+sin(u), u=0..2*Pi],

t=Pi/4..Pi/4+4*Pi , frames=20, col or=green):

>cardi oi de: =pl ot ([ 2*cos(t)-cos(2*t), 2*sin(t)-sin(2*t),t=0..2*Pi ],

col or=bl ue) : di spl ay({base, roul ant e, cardi oi de}, scal i ng=constr ai ned) ;
I

-34
La cardioide comme enveloppe de droites.

1) Une source lumineuse est placée en un poitairsdisque. Les rayons lumineux issus de S se

réfléchissent sur la surface du disque. L’envelogge rayons réfléchis (ou caustique par réflexion)
est une cardioide.
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2) Sur un cercle C de centre O on se donne im fixe S’. Un diametre PP’ tourne autour de O.
On mene la corde S'B parallele a ce diamétre. Ledoppe des droites BP et BP’ est la cardioide de
cercle directeur C, et de sommet le point diamétnaht opposé a S'.

La cardioide comme limacon de Pascal
La cardioide est la conchoide d’un cercle par regppoin de ses points, pour une longueur égale au
diametre de ce cercle.
Exercice 1 : les amours de la cardioide et de dboie.
Une cardioide d’équation polaire rb=( 1 + co¥?) roule sans glisser a I'intérieur d'une arche de
cycloide x=a(u—sinu) , y=a(1--cos).

1) Quelle relation y a-t-il enti@etb pour que les deux courbes aient méme longuedetdta

2) On suppose cette condition remplie, et orpsse qu’a l'instant initial le point de rebrousse-
ment de la cardioide est en O. Quel est le liecedgoint de rebroussement ? Animation Maple ?

Exercice 2 : Montrer que la courbe orthoptiquealedrdioide C : z a.( 2¢" - ez't), c’est-a-dire le
lieu des points d’ou I'on peut mener deux tangeptgisogonales a C, est la réunion du cercle (O,

3a) et de la trochoide Z #( 2eiu - lezm).

\3

Exercice 3: SoitE={z +%2 ;2O C et |z 1}. Représenter E et calculer son aire. [ Oral X 2009

8.5. L'épicycloide a 2 rebroussements, ou néphde.

Si la cardioide était chérie par Boris Vianaanéphroide va ma dilection. Elle se dessine tesis |
matins sur la surface de mon bol de café, tousdis sur celle de mon whisky préféré.

Définition : Lanéphroideest le lieu d’'un point d’'un cercle de rayaf2 qui roule sans glisser sur un
cercle fixe de rayom, en restant tangent extérieurement a ce cercle.

Equations, paramétrisations

Equations paramétriques : x—g—' [3.cost-cos(3t] , vy :% [3.sin t- sin(3t)
sacos t[3-2.coét] , y= asint.

Equation cartésienne : f.exyz - az)3 = 27a4y2

Longueur totale : L =8

Aire délimitée : A = 8

La néphroide est une sextique rationnelle.

Avec Cabri :

Avec Maple :

>with(plots):
>base: =plot([cos(t),sin(t),t=0..2*Pi],thickness=2):
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>roul ante: =ani mat e([ 3/ 2*cos(t)+1/2*cos(u), 3/ 2*sin(t)+1/2*sin(u), u=0..2*Pi ],
t=Pi/4..Pi/4+4*Pi, frames=20, col or =bl ue, t hi ckness=2):

>nephroi de: =pl ot ([ 3/ 2*cos(t) -1/ 2*cos(3*t), 3/ 2*sin(t)-1/2*sin(3*t),t=0..2*Pi ],
col or=aquanari ne, t hi ckness=2) :

di spl ay({base, roul ant e, nephroi de}, scal i ng=constrai ned) ;
>x:=t->3*cos(t)-cos(3*t);y:=t->3*sin(t)-sin(3*t);
x2:=t->1/4*(3*cos(t)-cos(3*t));y2:=t->1/4*(3*sin(t)-sin(3*t));
>x1:=t->1/2*(3*sin(t+Pi/2)-sin(3*(t+Pi/2)));
yl:=t->1/2*(3*cos(t+Pi/2)-cos(3*(t+Pi/2)));
>p:=plot([x(t),y(t),t=0..2*Pi], col or=gol d, t hi ckness=2):

g:=plot ([x1(t),yl(t),t=0..2*Pi], col or=aquanmari ne, t hi ckness=2):
r:=plot([x2(t),y2(t),t=0..2*Pi], col or=red,thickness=2):

di splay({p,q,r}, scaling=constrained);

2_

Annexe : Caustiques par réflexion d’un cercle.

Lorsque la source lumineuse se situe sur un dienddr cercle de réflexion, la caustique par
réflexion n’est plus une courbe cycloidale. Cepehdhest facile de la visualiser avec Cabri,'ef|
peut trouver son équation et la tracer avec Mdpesque la source varie du point & I'infini & un
point du cercle, on obtient une caustique a delxoressements qui évolue continlment d’'une
néphroide a une cardioide (I'un des points de reds®ment disparait alors). Lorsque la source
pénetre a l'intérieur du cercle, la caustique &trebroussements. Lorsque la source tend vers le

centre, elle se résorbe et se concentre au voesithagentre.

N
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Une épitrochoide, Albrecht Direr (1525)

Par malheur, l'esprit de mon pére a la recherchenal'u
solution se trompa de chemin. Comme notre hypérast il ne
vit rien que le temps écoulé entre le coup de stemetle coup a
la porte, si préoccupé de sa mesure qu'il ne popesiser a rien

d'autre — banale infirmité des plus grands mathématiciens

fascinés par leur démonstration et y dépensantdantorces
gu’il ne leur en reste plus pour tirer le corokadont ils feraient
bon usage.

Le pont-levis ayant été jugé irréparalllem recut I'ordre
d’en édifier sur-le-champ un autre, mais d’'un meddafférent.
(...) Mais mon pere, ayant le plus sérieusementnunde
conseillé a son frere d'éviter désormais les p@ntsa-et-vient
mon oncle, pour ne pas perpétuer le souvenir desweétures
de Trim, se tourna vers l'invention du marquie I'H6pital que

Bernouilli cadet a si longuement et si savamment décrite,

comme Votre Grace peut le voir, dans fed. Erud. Lipsan.
1695 : un poids de plomb y maintient un équiliboastant et le
pont se trouve automatiquement gardé aussi bierpgueleux
sentinelles, la courbe de sa construction étant eywoide
approchée sinon une cycloide elle-méme.

Mon oncleToby connaissait une parabole aussi intimement

gu’aucun homme @ngleterre; sa maitrise des cycloides n'était
pas aussi totale ; il en parlait bien tous les Jomais le pont
n'avancait pas.

Laurence Sterne Tristram Shandyll.X et lll.xxv

Cycloide

Qu’est-ce que dirait
La sinusoide,

S'il lui fallait cogner
A bas de chaque courbe

Et regrimper a pic
Apres le choc recu ?

Guillevic, Euclidiennes
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