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Ce chapitre suppose connues les propriétés de i déelle. Il se propose d’abord de définir
axiomatiguement la distance de deux objets mathguest appartenant au méme ensemble :
distance entre deux réels, deux complexes, deutewe; deux matrices, deux polynémes, deux
fonctions, etc. Ensuite, il se propose de classiéie différentes parties d’'un espace métriquenselo
leur forme, ce qu’on appelle leurs propriétés «togiques » : parties ouvertes et fermées. Et si A
est une partie quelconque, on définira son intérison adhérence, son extérieur, sa frontiére, etc.
Tous ces mots sont empruntés au langage courdeyjrethoix ne fut pas gratuit, comme toujours
en mathématiques. Tout en conservant une parie métaphore dont ils sont issus, ils regoivent ici
une définition précise «Le concept est la coquille vide d'une métaphor@énervait autrefois
I'intuition», écrivit Eugen Fink. En troisieme lieu, on défingoureusement les notions de limite et
de continuité, qui sont le point de départ de Il'gsa

Les objectifs de ce chapitre sont a la fois ralfitst et appliqués. Les espaces métriques sont
indispensables, non seulement en analyse théomogis, aussi en analyse numérique et théorie de
I'approximation. Qu’est-ce, en effet, qu'approchar réel par un rationnel, une matrice par une
autre, une fonction continue par un polyndme oufanetion en escaliers, si ce n’est minimiser leur
distance ? Encore faut-il choisir celle-ci, et enmaitre les propriétés.

La théorie des espaces métriques n’a vudeda'au début du XXéme siécle, une fois dégagées
et clarifiées les propriétés fondamentales de tételréelle, ave@ugustin Cauchy (1789-1857),
Bernard Bolzano (1781-1848) Karl Weierstrass (1815-1897),Charles Méray (1835-1911), et
Richard Dedekind (1831-1916). Apres 1850, I'école d’analyse de iBednimée par Weierstrass et
I'école de Pise, groupée autoutJtisse Dini (1845-1918) commencent a étudier les divers tgees
convergence de suites de fonctions, et leurs oalsti

Le premier mathématicien a entrevoir la topaogénérale fut peut-éti@ernhard Riemann
(1826-1866). Dans sa célebre conférence inaugarabttingen (1854), il annonce I'émergence
nécessaire dune partie de la théorie des grandeurs, indépetelate la mesure, et ou les
grandeurs ne sont pas considérées comme ayantxisteree indépendante de leur position, ni
comme exprimables au moyen d’une unité de mesuais,aomme des parties d'une multiplicité».
Mais le premier a avoir mis en ceuvre ce projetGabrg Cantor (1845-1918). La théorie qu'il
fonda sous le nom dehéorie des ensembledésignait a la fois la théorie des ensembles ptis,
topologie. En 1908ylaurice Fréchet (1878-1973) crée les espaces métriques afin depi€r dans
un cadre unifié la convergence dans les espacesysis et fonctionnels. Les notions d’espaces
compact, connexe, et complet sont alors dégagésss Bon ouvrage fondamen@iundzige der
Mengenlehre(1914), Félix Hausdorff (1868-1942) fixa une grande part du vocabulairelade
topologie générale. Il introduisit en 1919 les ant de distance et de dimension de Hausdorff,
aujourd’hui utilisées dans I'étude des fractals.

Entre les deux guerres, les écoles mathématigolesaise, groupée autour @éefan Banach
(1892-1945), et russe groupée autour Mikolai Lusin (1883-1950), ont développé systéma-
tiquement cette branche des mathématiques. A ladgsmannées 1930, le mathématicien frangais
polycéphaleNicolas Bourbaki a couronné I'édifice dans ses remarquables fassiale Topologie
générale. Trois de ses membres ont apporté desheditins substantielles a ce domaindenri
Cartan (1904) a créé en 1937 la théorie des filtres,sguit aux espaces topologiques généraux ce
gue les suites sont aux espaces métriquizan Dieudonné(1906-1992) a défini et étudié les
espaces paracompactndré Weil (1906-1998) s’est apercu que les espaces métrgp@sau
confluent de deux types de structures plus fondéates) les structures topologiques, déja connues,
et les structures uniformes.

La topologie générale fournit le cadre concephéeessaire pour étudier I'analyse fonctionnelle,
la théorie de la mesure et de I'intégration, ethi@orie de I'approximation. Mais elle est aussi le
point de départ d’autres branches de la topoldgimpologie combinatoire et algébrique, qui défini
les invariants algébriques (homotopiques et honigimg) faisant obstacle a la déformation des
espaces par homéomorphisme, et la topologie diffiélee, qui étudie et classifie les formes des
variétés différentielles, notamment au voisinagéedes points critiques (théorie des catastroplees d
Thom).



A. Géométrie d’'un espace métrique

«L'ung est blanc, I'autre est noir, c’est la distz»
Francois Villon, Le débat du cceur et du corps de Villon
« Etant donnés deux points, A et B, situés a égatartte I'un de l'autre
comment faire pour déplacer B, sans que A s’eng@gpeg ?»
Jean Tardieu, Petits problémes et travaux pratiques

«Ses tout premiers souvenirs étaient des distaneasre lui et sa mere,
entre sa mere et son pére, entre le sol et le pthfentre I'inquiétude et la
joie. Savie entiére se résumait a des distances a mesan&gcourcir ou a
rallonger. »

Henning Mankell, Profondeurs

A.1l. Distances, espaces métrigues

Définition 1 : Soit E un ensemble. Umlistancesur E est une application
d: (x, y)O ExE - d(x, y)O R, vérifiant les trois axiomes de Fréchet :

(D 1) séparation O(x, y) O EXE dix,y)=0= x=y
(D 2) symétrie O(x, y) O EXE d(x,y) = d(y, x)

(D 3) .inégalité du triangle 0O(x, Yy, z)d EXExE  d(X, z)< d(X, y) + d(y, 2) .
On appellesspace métriquet un couple (E, d) formé d’un ensemble E et d'urstagice d sur E

Conséquences des axiomes

1. pour toun-uplet (%, Xo, ..., X)OET d(Xq, X5) < d(Xq, X2) + d(X, X3) + ... + A1, Xp)-

2.0(x,y, z) O E3 | d(x, yy-d(z,y) |< d(x, 2) .
Exercice 1 : Plus généralement, montrer I'inégalitéquadrilatére :

O, y, z, VO E4 | d(x, y)- d(z, t) |< d(x, z) + d(y, t).

Exercice 2 : Soit d : ¥E - R une fonction vérifiant les deux axiomes :

(D 1) (%, y) O EXE dX,y) =0 x=y

(D’3) 0O(x,y,z)0 EXExXE  d(x, zx d(z,y) + d(y, X) .
Montrer que d est une distance sur E
Définition 2 : Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métriguas applicatiori : (E, d) - (E', d') est
dite métrique siO(x, y) O ExE d'€(x), f(y)) = d(x, y). Undsométrie est une application métrique

bijective. Les espaces métriques (E, d) et (E'salt ditsisométriquess’il existe une isométrie de
I'un sur l'autre.

Propriétés
1) Toute application métrique est injective.
2) La composée de deux applications métriquesésique.
3) La composée de deux isométries, la bijeatt@iproque d’'une isométrie, sont des isométries.

1 La notion d’espace métrique remontilaurice Fréchet (1906), le termespace métriquémetrischer raum
est di &elix Hausdorff (Grundziige der Mengenlehr&914), dont je reparlerai en annexe.

2 En mathématiques, la distance entre deux pointsnesmesure de leur différence ; elle est toujdinis, et
symétrique. En matiére psychologique, les avisrgmet, comme le montrent ces deux réflexionsSi @aous
pouvions mesurer la distance qui nous sépare de gee nous croyons les plus proches, nous auriens p
(Cocteau). &i un homme me tient a distance, ma consolationEsts’y tient aussi.» (Swift). « Tout est
distance,/7 et nulle part ne se ferme le cercle affirme quant a lui Rilke. Lorsque (D2) n’esstisfaite, on
parle de quasimétrique ; ainsi, la plus courteadist d’'une ville & une autre n'est pas la mémedaines
routes sont a sens unique.



4) L’ensemble Is(E, d) des isométries de I'espaétrique (E, d) sur lui-méme est un groupe pour
la composition des applications, sous-groupe duggd(E) des permutations de E.

5) Soient (E, d) est un espace métriqué @te bijection de E sur uensembleE' (sur lequel
aucune distance n’est définie a priori). On peatsatiéfinir une distance d' sur E' par :
d'(f(x), f(y)) = d(x, y) ou plutét par d'(x', y") = d(g(x¥(y")), ou g est la bijection réciproque tle
Cette distance, diteansportée par la bijectiorf, est 'unique distance telle qisoit une isométrie
de (E, d) sur (E', d). On en verra en A.4 de rplds exemples.

6) Si (E, d) et (E', d') sont isométriques,desupes Is(E, d) et IS(E', d') sont isomorphes.

A.2. Boules, sphéres, diametres, etc

Toutes les notions introduites dans ce paragraphégnnent des espaces euclidiens.

Définition 1 : Soit (E, d) un espace métriqua, ) 0 ExR*, . On appelle :

boule ouvertede centrea et de rayon r BF) ={xOE;d@ x)<r}
boule fermée de centrea et de rayon r B'() ={xOE;d@ x)<r}
sphére? de centrea et de rayon r as) ={xOE;d@x)=r}

Onabienslr B{r)=B@ rN0S@r) ,alB(ar) O B'(a r) mais S4, r) peut parfois étre vide.
Définition 2 : distance d’un point & une partie, distance de deuparties.

Soit A une partie non vide de E. On appelle digtase x a A le réel d(x, A) =inf {d(x,y) ;M A}
Soient A et B deux parties non vides de E. Leuadice est d(A, B) =inf{d(x,y) ; Xl A, yOB}.

Propriétés

1)Ona d(A, B) =inf{d(x, B) ; X1 A} = inf{d(y, A) ; y O B}
en vertu du théoréme d’associativité des born&simires.

2) Ces bornes inférieures ne sont pas attegmegnéral. Ainsi :

O dansR muni de la distance usuelle d(x, y) ={%| , d(0,R*,) = dR*_, R*,) = 0, mais ces
distances ne sont pas atteintes.

0 dansR? muni de la distance euclidienne usuelle, la degadu point O & la spirale loga-
rithmique r = C.expt(©) est nulle, la distance d'une hyperbole a ses pgyws est nulle, sans
gu’elles se toucherdt

3) Sig*(E) est 'ensemble des parties non vides de Egration d : (A, B)- d(A, B) n’est pas

une distancesur @ (E), contrairement a ce que suggere son°néitte vérifie (D2), mais ne vérifie
ni (D1), ni (D3). Ainsi d(A, B) = 0 n'implique pa& = B ! Et d(A, C)< d(A, B) + d(B, C) n'est pas
toujours vrai : si B rencontre A et C, par exemple.
d(A, B) devrait plutdt étre appelée écartementmesure d’écartement, entre A et B.
Si I'on veut définir a I'aide de d une véritaldistance su@* (E), utile pour faire varier continQ-
ment des ensembles de points, il faut faire appeeldéstance de Hausdorff (cf. H).
4) Distance a une boule, distance de deux boules
(OxOE) d(x,B& r))=zmax(dg x)—-r,0) et d(x, B4 r))=max (dg, x)—r, 0)
(Da,b0OE) (dr,sORy) d(B@ r), B, s))=max (dg, b)-r-s, 0)

3 Ces définitions, dans le contexte des espacesoumés; sont dues a Bourbaki.

4 «et I'on m'a dit qu’en la Geometrie (qui pense avgaigné le haut point de certitude parmy les scé=) il
se trouve des démonstrations inévitables, suvarttsta vérité de I'expérience : comme Jacques Relate
disoit chez moi qu'il avait trouvé deux lignes $iaminans l'une vers l'autre pour se joindre, qwérifiait
toutes fois ne pouvoir jamais, jusques a l'infindériver a se toucherfMontaigne, Essais, livre 11, chap XII)

5 Les américains la nommegap, qu’on peut traduire pacartemenbuespacement



Attention il n’y a pas égalité en généfal

X

au

5) La fonction d(- , A) vérified(x, y) O E | d(x, A)=d(y, A) |< d(X, y).
Eneffet JzOA) d(x, z)< d(x,y) + d(y, z). Il en découle, d’abord que df},< d(x, y) + d(y, 2) ,
puis d(x, A)< d(x, y) + d(y, A). Il reste & échanger x et y.
Remargue Il en découle, en anticipant sur la suite, gueAl) est une fonction lipschitzienne, donc
uniformément continue, donc continue.

Exercice 1 : Dans le plan euclidien, étudier lactamn d(., A) lorsque A est un disque circulaira, u
carré plein.

Définition 3 : diamétre d’'une partie A : diam A = sup{ d(x, y) ; (x, yJ AxA}. A est ditebornée
si diam(A) < +o. Une fonctiorf : X - (E, d) est ditdbornée sif(X) est une partie bornée de E.

Propriétés

1)0 est bornée car diam( = —co.

2) A0 B = diam(A) < diam(B).

3) diam (AIB) < diam(A) + d(A, B) + diam(B). En particulier A, Bobnées= AUB bornée.

4) diam(A) = 0= A est un singleton.

5) diam B4, r)< 2r, diam B'4,r) < 2r, diam S§, r) < 2r .

Attention ! on ne peut rien dire de plus énéyal : cf. cependant A.3.1, et A.4.

6) On a I'équivalence des propriétés :
(i) Aestbornée (i){{x OE) (& >0)AOB(x,r) (i) ((xgOE) > 0)ALB(Xg, rp)-
Exercice 2 : Dans le plan euclidien, quel est Bnditre d’un triangle ? d’une plaque triangulaire ?
d’un polygone convexe ? d'une ellipse ou d’'un desglliptique ?

Enfin, on peut aussi étendre aux espaces métrigeemtions de segments et de droites rencontrées
en géométrie euclidienne.

Définition 4 : segments et droitesSoienta etb deux points de E.
On nommesegmentd’extrémitésa etb I'ensemble §, b] = {x O E ; d@, x) + d(x,b) = d(@, b) }.
On nommedroite passant paa etb I'ensemble

(@b) = [a,b] O{xOE;d@ x)=d@b) +d(x,b) } O {x OE; db, x) =db, a) + d@, x) }.

Attention ! méme si la distance est associée anamene, la forme de ces ensembles n'est pas
toujours celle que I'on croit.

6 En effet, comme le note J.-L. Verleyle langage géométrique que I'on introduit dansdsgaces métriques
constitue un support pour une intuition géométriquee est trés utile mais doit étre soigneusementrétée

car elle n'est pas sans surprise et risque d'atilismplicitement, sans s'en rendre compte, deprEtes de
I'espace euclidien plus riches que sa seule straatetriques(E.U.). Les espaces discrets, et ultramétriques,
sont, comme les espaces euclidiens, des espaagguagt mais ont des propriétés trés différentes.



A.3. Premiers exemples d’espaces métrigues

Afin d'illustrer I'universalité des espaces métmsl nous donnons des maintenant de nombreux
exemples ; tout savoir étant cyclique, certaingygtes anticipent sur la suite, d’autres supposent
des connaissances en géomeétrie. Le lecteur n’esepa de tout comprendre pour passer a la suite.

A.3.1. Espaces métriques discrets

Soit E un ensemble. L'application d(x, y) = &st y, d(x, y) = 1 si ¥ y est une distance sur E,
dite distance G-1 oudistance discrete (E, d) est diespace discret
C’est un espace borné, de diameétre 1 si caelgg et O si E est un singleton.
B@ r)={a}sir<1,Bf@r)=Esir>1; par suite, diam&() = 0, resp. diam E.
B'@@,r)={a}sir<1,B'@ r)=Esir=1; par suite, diam Bi(r) = 0, resp. diam E.
Sagrn={asir=0,Sar)=E-{a}sir=1,0 sinon.
Is(E, d) est formé de toutes les permutationg.de
Remarque : La notion d’espace discret sera géaséeaén C.3.

A.3.2. La droite réelle

R est un espace métrique pour la distance usuetleydi(= |x — y|. Sauf mention expresse du
contraire R sera toujours supposé muni de cette distance.

Les boules ouvertes ou fermées de cengent les intervalles ouverts ou fermés de cemtre

R est non borné pour d, et les parties bornées gp@ant les parties majorées et minorées pour
I'ordre usuel.

Muni de la distance induite par celleRligle segment [0, 1] est un espace métrique.

Exercice 1 : Décrire avec soin les boules ouvefees)ées, les sphéres de [0, 1].

Exercice 2 : Décrire IR, d) et Is(]O, 1], ﬂ),l])-

Exercice 3 : DansR, d), étudier et représenter les fonctions xd(x, A), pour :
A={0},{a,{0,1}, R+,R-,[-1,1],Z,N,Q, K (ensemble de Cantor).

Exercice 4 : 1) Démontrer q@éx, y) = | In(x / y) | définit une distance SlR*+. Boules et sphéres ?
2) Reconnaitre le milieu deety pour cette distance.

3) Montrer que les isométries d%*L 0) sont les homothéties—» Ax etx — A/x, A > 0.
Exercice 5 : Soierd etb deux réelsa < b. Démontrer que | =g b[ est un espace métrique pour

3(x,y)=|In[xy ab]|, ot Ky a b= ))i%g :g’/%‘g est le birapport de, y, a etb.

Trouver les isométries de ). ( On pourra se ramener a I'ex précédent vj@h(ﬁ ).

A.3.3. La droite numérigue achevée

Adjoignons a I'ensemble ordonif& deux €léments notésot+et —co, et prolongeons la relation
d’ordre usuelle d® a R=R [0 {+w ,—c0}, de fagcon que

+o0 s0it le plus grand et le plus petit élément iR.
Ce faisant, on détruit sa structure de corps (camn 1
définir 4+o0—c0, ou +e0x0 ?), mais I'ensemble totalemer

ordonné ainsi défini esachevéen ce sens que tout 0.5

partie admet une borne supérieure et une bc . ; . .

inférieure, y compris la partie vide -2 -1 J{ 2
0.5



La fonctionf(x) = ﬁ est une bijection croissan® - ]-1, 1[. On la prolonge en une bijection

croissanteR - [-1, 1], en posanf(+x) = 1 etf(-w) = -1, et I'on munit R de la distance
transportée de la distance usuelle<lk [L] via cette bijection.

Autrement dit on pose : Oxy) OR 2 o(x, y) = |f(x) — f(y) |
En tant gu'espace isométrique-a [ 1], R est borné de diamétre 2.

Exercice 6 : Décrire les boules ouvertes et ferrdéesentrex 0 R, de centretco. Décrire Isd_? , 0).
Solution: La boule fermée de centreoet de rayon 1 est la demi-droite [G}+
La boule fermée de centreoet de rayon £ 2 est la demi-droitef[_l(l =), oo ].

Remargue On aurait pu choisir comme distances :
di, y) = ;”yih 2| Arctany — Arctanx | ou  dg,y) = L”'yerwz dt|
' 771 Ik 1442 T : \/ET § at],

mais ces distances anticipent sur la suite du cours

A.3.4. Le plan affine euclidien

Un plan affine euclidie®, associé a un plan vectoriel euclidien P, estspaee métrique pour la
distance i, b) =||ab|| Cela va résulter du § A.4 et du cours de géométri

On peut ausgiéfinir le plan affine euclidien en tant qu’espace métripaiiculier, sans le supposer
muni a priori d’'une structure vectorielle. Dans cette optiqueappellera plan euclidien un espace
métrique @, d) vérifiant les axiomes additionnels :

(D4) axiome de la droitd®our tout couple (a, b) de points@et tout réel 2 0, il existe un et un
seul point dJ P tel que : d(b, c) = x, d(a, ¢) = d(a, b) + dfp,
On appelle segmefd, b] ={m; d(a, m) + d(m, b) = d(a, b) },
et droite (a, b) = [a, b[d { m; d(a, m) = d(a, b) + d(b, m) }

O{m;d(m, b)=d(m, a) +d(a, b) }.

(D5) axiome du dédoublement
Si 5 points a, b, ¢, b’, ¢’ d@ vérifient
d(a, b’) =2.d(a, b) = 2.d(b, b’) et d(a, ¢’) d@a, c) + 2.d(c, ¢') ,
alors d(b’, ¢’) =2.d(b, c) .

(D6) axiome de la dimension
Il existe une droited # @ telle que, pour tous points a, b, c @D
tels que [a, bh D=0 et [b, c]n D@ =0, on ait [a, c]n D =0I.

(D7) axiome des médianes
Si a, b, ¢ sont trois points tels que d(a, b) 5 djasi b’ est le milieu
de [a, c] et ¢’ le milieu de [a, b], alors dib), =d(c, c’) .

Comment fonder un calcul vectoriel dans un tel p&rmontrer que
ces 7 axiomes équivalent a ceux du cours de géengttclidienne,
cela est exposé dans P. Gabridatrices, géométrie, algebre
linéaire, Cassini, p. 109, etc). Quant aux isométries del@e, ce ne
sont autres que les isométries affines (translatiorotations,
symeétries et symétries glissées). b -

L'ensembleC des nhombres complexes est un espace métrique pour
la distance d(z, z') = |z z' |. Rappelons que I'on peut considéZesoit comme un plan vectoriel
réel, soit comme une droite vectorielle complexe.



A.3.5. Le cercle unité, et le groupe quotielR/21Z.

Notons $ = U le cercle unité du plan euclidigh identifié a 'ensemble des complexes de module
1. C’est un groupe commutatif, que I'on peut mugrdeux distances naturelles :

O la premiere est la distance euclidienne induitecpie de®, ou deC : d(X, y) = | x-y |. C'est
la distance cordale

O la seconde est la longueur du petit arc de cgomeant x et y sur 8: (x, y) = Arccogx | y).
C’est ladistance géodésiquele lecteur est invité a montrer gdest bien une distance, et que c’est
la distance du « plus court chemin » stir S

Une fois cela établi, il reste & montrer que deax distances sont équivalentes, et qles
compact et connexe par arcs pour chacune d’elles.

Exercice 7 : Montrer que les groupes (@ et Is(3, ) sont égaux ; trouver leurs éléments.

On sait d'autre part qug0 (R, +)- exp(.6) O (U, x) est un homomorphisme continu surjectif,
de noyau #Z. On en déduit aussitot par passage au quotieisoamorphisme de group&21Zz -
U, que I'on souhaiterait continu. Encore faudrhitiunir R/2rZ d’une distance. Le plus simple est

de procéder par transport, et de pos@?,aﬁ) = | exp(0) — exp(d) | , en notan¥ la classe dé

modulo 2t R/21Z est alors un espace métrique isométriqlerauni de la distance cordale, donc
compact connexe par arcs, etc.

A.3.6. Le plan complexe complété

De méme qu'il y a nécessité de compléepar
deux points a l'infini, il est utile de complétez |
plan complexe par un point a l'infirdans signe
C= CO{x}. Cela permet d’étudier de maniér
satisfaisante les homographies propres
h:zo 820 (guad-bcz0)

cz+d
comme des bijections continu€s - C en posant
sic# 0, he) = 2 et he%) = , et sic = 0 (donc

d # 0), hfe) = .

Pour construireC, on va encore une fois utiliser un transport deagice. On se place dans
I'espace euclidien E &3 muni du produit scalaire canonique, et I'on idéatC avec le plarfl
d’équation Z = 0. La sphére unitéde E a alor€ =1 comme « plan équatorial » ; notons N(O, O,
1) son « pole nord ». Ljarojection stéréographique’ de pole N établit une bijection entte{N}
et le planC. Au point sphérique M(X, Y, Z)1 Z-{N} elle associe son image plane P(x, y, 0)
d’'affixe z = x +iy.

Exercice 8 : Montrer que M et P sont liés par tesiles :

X oy Y Xyl

Ay X Y
T 1+x2+y2 Y= 1+x2+y2 T X2+y2Hl

"1z Y71z

Si 'on munitZ de la distance euclidienne induite par celle delE« distance cordale »), on peut
transporter cette distance en une distanceCsuia la projection stéréographique. Mais avant,cela
on compléteC en lui adjoignant un point a I'infinC = C [O{®}, et on prolonge la projection

stéréographigue en convenant que le projeté de i.eSlors C devient un espace métrique pour
une distance k, définie par :

X

7 La projection stéréographique est due a I'astrangrecHipparque (-180, -125 av JC)



k(z,z) = 227 , 2
JaHB)(1+2P) 7

(5, k) est isométrique &, donc borné, de diametre 2, compact et connexarpar

k(z ,0) = k(o , 2) = , Ko ,0)=0

Exercice 9 : Déterminer les cercles et les boulescentres O, A(a), pour la distance k.
Commenter, et confirmer, les résultats obtenuessdus via Maple.

>with(plots):

>C =(a,b,r)->inplicitplot(4*((x-a)"2+(y-b)"2)

=r 2% (1+an2+b"2) *(1+x"2+y~2), x=-10.. 10, y=-10. . 10, col or =mar oon,
nunpoi nt s=5000, t hi ckness=2):
>B:=r->polarplot(r/sqrt(4-r~2),thickness=2, col or=bl ue):

A: =r->pol arplot(sqrt(4/r~2-1),thickness=2, col or=green):

>di splay({B(0.5),B(1), B(1.85), B(1.98), A(0.25), A(0.5),A(1l),A(1.5),
C(2,1,0.25),C(2,1,0.5),C(2,1,0.70),C(2,1,0.81),C(2,1,1),C(2,1,1.5),
C(2,1,1.75)}, axes=normal ) ;

Les boules de centre (2, 1) sont des disques airesl contenant (2, 1) dans leur intérieur, ou des
complémentaires de disques circulaires ouvertsecamt ¢1/2,-1.4), image plane de son antipode,
dans leur intérieur. Cela se voit en se reportamtls sphére de Riemann, et avec quelques
connaissances sur l'inversion.

SizgOC,onaz- zgdans C K) ssi z— zg pour la distance usuelle, mais le fait nouveawestz

- o dansC si et seulement si |z] +o dansR™.

Convenablement prolongées@, les homographies forment un groupe d’homéomonpéss

I'application qui a la matric{"é:1 g} associe I'homographie h ci-dessus est un homonwmrehde

Glx(C) dans le groupe des homéomorphismes&deC'est pourquoi on peut noter h(z) = A.z ,
convention fort utile pour I'étude des itéréd$zy = AN.z , et des fractions continues.



Si I'on se restreint &, on obtient la droite réelle complét&e= R O {}, qui s'identifie au
cercle, et ne doit pas étre confondue ake¢c’est la droite projective réelle).

A.3.7._Le plan non euclidien hyperboligue deobatchevski.
Si M(x, y) et M’(X, y') sont deux points dB?, définissons leur distance de Lobatchevski par :
d(M, M’) = Argch( ¢h—X’).chy.chy —shy.shy’)
ch(x —x).chy.chy —shy.shy' = chy.chy - shy.shy = ch(y—-y') = 1, donc d est bien définie.
dM,M)=0 < chk-x).chy.chy —shyshy' =1 = chi-y)=1=y=y.
Reportant, ch(—x).ch2y - siPy=1, donc ch{—x).ch2y=chy, et x=x.
Voila pour (D 1) ; (D 2) estimmédiat ; nous admats (D 3).
On peut démontrer que les droites de ce plan (@ide § 2) se partagent en quatre classes :
La premiére classe est formée de la droite eudlidied, = { (x,y) ;y=0}.
La seconde classe est formée des courbés © ={ (X, y) ; cthy=shk-a) } (a ¢) O R2.
La troisieme classe est formée des courbgs,B) = { (X, y) ; thy =c.exp€.X) } (c, €) O R*x{+1}.
La quatrieme classe est formée des courbg¢a, D) = { (x, y) ; thy = thc.th(x — a) } (a, ¢) O RxR*,

Exercice 10 : Démontrer que la distance d est tapgliement équivalente aux distances usuelles

surRz. Quelle distance induit-elle sur les axes ? suvéticales ? Etudier les cercles de centre O,
de centre A(0, b). Représenter quelques cercleslaalistance d, ainsi que quelques « droités ».

J'ai ici représenté quelques « cercles non euddie(spheres) avec Maple.

1]
81 !
/

/i
?l \
>y i \
N -
F o) ¢
Vs \'I

>w th(plots):

>DL: =(a, b, x,y)->arccosh(cosh(a-x)*cosh(b)*cosh(y)-sinh(b)*sinh(y));
>p:=(a, b, r)->nmplicitplot(DL(a, b, x,y)=r,x=-10..10, y=-10.. 10,

t hi ckness=2, col or=COLOR(RGB, rand()/10712, rand()/10712, rand()/10"12),
nunpoi nt s=6000) ;

8 Les droites non-euclidiennes sont un peu courjussifiant ce cri du coeur delenri Roorda : «Si M.
Einstein réussissait a nous prouver que la ligneitdrs’écarte elle-méme du droit chemin, nous narans
plus avoir confiance en personne(Le roseau pensotant). Je ne suis pas sOéqealfion de la4*®classe de
droites : peut-étre y a-t-il une coquille dansived de P. Gabriel (p. 208).
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>di splay({p(0,0,1),p(0,0,2),p(0,0,3),p(0,0,4),p(1,0,0.5),p(0,1,0.5), p(-
1,0,0.5,p(2,2,1),p(0,-1,0.5,p(-2,2,1),p(2,2,1),p(0, 3,4),
p(Ov 31 5)1p(31 51 7)1p(_31 51 7)})1

A.3.8._Le demi-plan de Poincar€l882).

SoitH={z0OC;Imz>0}. On appelle « distance non euclidiesde ua v :

« Si u et v ont méme partie réelle, d(u, v) =[unv,a, ] | ol [u, v,a, «] = ﬁ,

a étant la projection commune de u et v sur x'OxX.

* Sinon, d(u,Vv)#In[u,v,ab]|, ou[u,v,ab] = ﬁ:ﬁ,

a etb étant les intersections du cercle centré sur yj@ssant par u et v avec x'Gg,b, u etv étant
pris dans cet ordre.
Ces birapports sont réels, en vertu de I'aligneroerde la cocyclicité des points uaetb.

W

W
u
i A4
u u
a a b b a a
u u

Si I'on notew le centre du cercle passant par u et v et centn€ ©x
U-w=€e(b-wetv-w=¢e?(b-w) (0<aetp<rn),alors

d(u, v) =|In [u,&,b] | =|In( tang) - In(tan%) |.

et un calcul trigonométrique simple laissé en dgermontre que :

d(u,v)=2 Ar%ﬂq% =
U—

On démontre : 1) Il s’agit bien la d’'une distanaels.

2) Si u et v sont deux points distinctsiieon nomme « droite non euclidienne » passant [@r u
v, et on note (u, v) :
- si Re u = Re v, la demi-droite verticale Re ze=lR Im z > 0, notéa] oo ;
- le demi-cercle centré s passant par u et v, et situé d&éhson note 4, b[ son diamétre.
Ce sont les « droites » dd,(d), au sens donné a ce terme en A.2.

3) Le groupe des isométries d& () est formé des homographies :

aztb 5 _
2 crrd (a,b,c,dréelsad-bc>0),

Il contient en particulier les translations-zz +h (hréel ) et les homothétiesz kz (k> 0).

4) Cet espace métriquid (d) est isométrique a I'espace présenté en AAifement dit, le demi-
plan de Poincaré est un autre « modele » de laégféienmon euclidienne de Lobatchev&ki.

: . GQnit g - 2z aztb 5 _
Exercice 11 : Soitg: z crrd (a, b, c,dréelsad-bc>0),

_(ad-bc).Imz

1) Vérifier que Im g(z) e

. En déduire que g laisse stable

9 Cf. N. Efimov,Géométrie supérieuréd. Mir p. 180 et J.-Y.MérindoNombres et algébr&EDP, p. 567.
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2) Montrer que g conserve d.

3) Démontrer que si u, v, w sont situés sur une enéarticale, ou sur le méme demi-cercle centré
sur x'Ox, v étant sur le segment ou sur I'arc jaighu a w, d(u, w) = d(u, v) + d(v, w).

4) Démontrer que le cercle non-euclidien de cem&ede rayon r est le cercle usuel d’Appolonios

|§;g|:th%. Il a pour équation (x —a¥ (y—b.shrj=b> s rota=a +ib.
>wi th(plots):

>C =(a, b, r)->plot([a+b*si nh(r)*cos(t), b*cosh(r)+b*sinh(r)*sin(t),
t=0..2*Pi], thi ckness=2, col or=COLOR(RGB, rand()/10712, rand()/10"12,
rand()/10"12));
>display({C(1,1,0.5),C(1,1,0.7),C(1,1,1.2),C1,1,2),C5,2,1),C(-6,2,0.5),
C(2,5,0.5),C(-3,4,1),C(-3,4,0.5),C(-6,2,1),C(-3,4,0.7)}, axes=normal ) ;

4.3.9, Le disque de Poincaré

L’homographie h : z» % établit une bijection du demi-plah sur le disque unité

U={z0OC;|z<1}
On peut transporter via cette bijection la distade& en une distance sul, qui est alors donnée

. — N - u—a.v—a
par : p(u, v) =|In|u, v,a,b]|| , ou[u,v,a b] = u=b ‘v=b

ouaetb sont les intersections avec le cercle unité dale@rthogonal passant par u et v.

p(u,v) =2 Argtr‘|u_v| =In ’1_@41”_\4 ,
ey

On démontre : 1) Il s’agit bien la d’'une distanaed.

2) Si u et v sont deux points distinctsldieon nomme « droite non euclidienne » passant gr u
v, et on note (u, v) :
—-si 0, u et v sont alignés , I'intervalle ouvert i est le diamétre dd contenant u et v;
- sinon, I'arc de cercle centré passant par u et @rthogonal au cercle unité.
Ce sont les « droites » dg,(d), au sens donné a ce terme en A.2.

3) Le groupe des isométries d& p) est formé des homographies

z- e'eliﬁ (80R,alU). Il contient en particulier les rotationsze °.z.
a

Il suffit de transmuer le résultat trouvé en 43.8.

10 Cela est fait fort élégativent par Henri Carréorie élémentaire des fonctions analytiq(esl87).
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4) Cet espace métriqué,(p) est isométrique aux espaces présentés en A.AB& Autrement
dit, le disque de Poincaré est (i3« modéle » de la géométrie non euclidienne de tobleaskill

Exercice 12 : Démontrer que le « cercle » de cedtet de rayon r est le cercle usuel de centre O et
de rayon th(r/2), et que le « cercle » de centie B)(et de rayon r est un cercle contenant A dans on
intérieur.

Oon trouve(1—th2%(a2+b2))(x2+y2)—(1—th2%)(2ax+ 2by) +a2+b2—th2% =
>with(plots):

> U: =pol ar pl ot (1, col or =bl ack):

>B: =r->pol arpl ot (tanh(r/2), col or=COLOR(RGB, rand()/10712, rand()/10712,
rand()/10712), t hi ckness=2):

>C =(a,b,r)->inplicitplot((x-a)*2+(y-b)"2-tanh(r/2)"2*((1-x*a-y*b)"2+(y*a-
x*b)~2)=0,x=-1..1,y=-1..1, col or=COLOR(RGB, rand()/10712, rand()/10"12,
rand()/10712), t hi ckness=2, nunpoi nt s=2000) :

>di spl ay({U, B(0.5), B(1), B(2), ¢(0.6,0.3,1),(0.6,0.3,0.5),C(0.6,0.3,2), -
0.5,0.5,2),C(-0.4,-0.4,1),C(0.3,-0.5,1)});

Le graveur et dessinateMrauritz Cornelis Escher?, qui avait une solide formation mathématique
et était fasciné par les symétries et les pavagiaspira a plusieurs reprises des propriétés du
disque de Poincaré. Poissons ou chauve-sourisctul de choisir :

11 ¢f. N. Efimov,Géométrie supérieurgd. Mir, p. 180, et J.-Y. MérinddNombres et algébr&EDP, p. 567.

12 Maurits Cornelis Escher (1898-1972) a inspiré le grand classique de Daeublafstadter Godel Escher
Bach(Interéditions, 1985)
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Hommage a Maurits Cornelis Escher

A.3.10. Produits d’'espaces métriques

Soient (E', d') et (E", d") deux espaces métrigies,E'x E" leur produit, x = (X', x") ety = (y', y")
deux éléments de E. d(x, y) = max(d'(x, y"), d'(x")) est une distance sur E. (E, d) est appelé
espace produit
La boule ouverte de centre x de rayon r estdelyt cartésien de la boule ouverte de centré x' e
de rayon r et de la boule ouverte de centre xéetglon r. Idem pour les boules fermées.
Généralisation immédiate au produit d’'un nonfbmed’espaces métriques.

n
Exemples 1) Les pavéq |(a ,h ) deR" sont des exemples simples d’espaces produits.

2) Le tore topologiquelxU est le produit cartésien d’un cercle avec lui-méme

Exercice 13 : Démontrer que d(x, y) = d'(X', yd'€x", y") est aussi une distance sur E.

Exercice 14 : Tore topologique et tore géométrique

On appelle tore géométrique (a collier) la surfdeeévolution engendrée par la rotation d’un cercle
de rayorb autour d’'un axe situé dans son plan et & unentista> b du centre.

1) Démontrer qu’un tore géométrique a pour éqonatparamétriques dans un repére orthonormeé
convenable: x=&+b.cosd ).cos® , y=(a+h.cosd).sin@ , z=b.sing ,

et pour équation cartésienne : 2(+xy2 +al- b2)2 - 4a° ( C + y2) =0.
2) Démontrer que I'application
¢® €% . (x,y,2) = (6 +b.cosh).cosh , @@+ b.coss).sin8 , b.sind)
définit un homéomorphisme du tore topologique supte géométrique.
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Pour la recette du baba au um ou du donut, voir internet
>with(plots):
>pl ot 3d([ (2+cos(phi))*cos(theta), (2+cos(phi))*sin(theta),sin(phi)],
phi =0..2*Pi , t het a=0. . 2*Pi , nunpoi nt s=1000) ;

A.3.11. Distance uniforme

Soient X un ensemble non vide, (E, d) un espaceaguét Rappelons gu’'une fonction X - E est
dite bornée si(X) est une partie bornée de E. Dans I'enser@fh¢, E) des fonctions bornées de X
dans E, g(f, 9) = suggx d(f(x), g(x)) est une distance, ditamiforme.

Exercice 15 : Décrire la boule fermée de cehg&tede rayon r pour cette distance.

A.3.12. Distance de Hamming entre deux mats

On rencontre des distances en transmissiorngdalset théorie des codes correcteurs d’erreurs.
Si X est un ensemble, et x =1(X.., %) ety = ({4, ..., }) deux éléments deleur distance de
Hamming est d(x, y) =card {0 [1,n] ; Xj #V; }-
Exercice 16 : Veérifier les axiomes des distancégemniner les boules, sphéres, suites convergentes.
SoitF, le corpsZ/2Z, E =F," muni de la distance de Hamming. Cette distance@spatible
avec la loi de groupe en ce sens que d(x + z) =d(y On appelleode de longueur ast un sous-
espace vectoriel (= sous-groupe) C de E. Lors dealssmission du message X 5,(X., %) O C

peuvent se produire des erreurs ; si le messageyreg (v, ..., Yn) nN‘appartient pas a C, on lui
substituera I'élément de C le plus proche (quitnfes forcément x). On appeltede de Hamming

un code tel que les boules B'(x, 1)[IxC, forment une partition de E ; il gsarfait 1-correcteuy
c’est-a-dire idéal pour détecter et rectifier lesssages contenant au plus une erreur. Je renvoie a
mon chapitre sur le sujet.

A.3.13. Distance géodésique associée a un graphe

Appelonsgraphe un couplel” = (S, A), formé d’'un ensemble fini S dont les gsiront appelés
sommets et A une partie d&(S) formée d’ensembles a deux éléments (paired) ldsréléments
sont appeléarétes

On dit que deux sommets X et y sk si {x, y} O A. Un sommet est dierminal s’il est lié a un
sommet au plus, point damification s'il est lié a trois sommets au moins. themin joignant a a
b est une suite (x= a, X1,..., % = b) de points de S telle que{x+1} O A pour touti ; k est la
longueur du chemin. On convient qu'il y a un chemin de leegr nulle joignana aa.

La relationa R b = (a=Db ou il existe un chemin joignaata b) est une relation d’équivalence
dans S dont les classes s’appellentcl@siposantes connexedel". On dit quel” estconnexes'il
existe une seule composante connexe, c’'est-aiditeux sommets quelconques peuvent étre joints
par au moins un chemin.

La longueur du plus court chemin joignard b est notée @&, b). On convient que d( a) = 0 et
que dé, b) = +oo sia etb ne sont pas dans la méme composante connexeud ésart séparé sur S
(cf A.5), et c’est une distance, appetligtance géodésiquesil” est connexée-3

Cette distance géodésique est fort utile quamde déplace dans le métro. La distance d'une
station a une autre est un plus le plus petit nendler stations qui les séparent (mais c’est un peu
plus compliqué, un changement de ligne prenanéhps).

Exercice 17 : Soient X un ensemlgd,ensemble des patrties finies de X.
1) Montrer que d(A, B) = card(A B) — card(An B) = card(AA B) est une distance sér

13 Pour un prolongement actuel, cf. N. Currien d%.J.e Gall, Construire une géométrie aléatoirelssphére
(Pour la Science, juin 2015).
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2) Deux éléments A et B desont liés si B se déduit de A en ajoutant ou eniewn élément.
Montrer que$ est un graphe connexe, et que d est la distarcEgigue associée.

Une version linéaire de ce résultat se trouve @apsices vectoriels de dimension finie, § 4, ex. 4.

Exercice 18 : On choisit sur un échiquier une peelconque : tour, cavalier, fou, reine ou rois(pa
un pion). Deux cases distinctes sont dites a kanlig 1 si la piece peut aller de I'une a l'autraie
coup, a la distance 2 si elles peuvent étre joiete2 coups et pas moins, etc. Montrer qu'a chaque
piece est associée une distance : boules, spéae®tres, composantes connexes par arcs, etc.

Exercice 19 ; Nombres d’ErddSoit S la communauté mathématique, A I'ensembke mhires de
mathématiciens ayant cosigné un article. Paul E(d843-1996) fut le mathématicien le plus
prolifique de son temps : il a signé 1475 artickis;osigné des articles avec pres de 500 collegues
Le nombre d’Erdds de Erdds est 0, les matheux ag@signé un article avec lui ont pour nombre
d’Erdods 1, ceux qui ont cosigné un article avemle&sédents ont pour nombre d’Erdds 2, etc. Lien

avec ce qui précédel?
L’'auteur de ces lignes est a une poignée de dwiRaphaél Cerf (que je salue !), a deux poignées
de mains d’Henri Guillemin, a trois poignées de mdiiAlexandre Grothendieck, a trois ou quatre

poignées de main du docteur qui a coupé la jambRiddaud, a deux baisers et deux saluts
militaires de Lawrence d’Arabie...

A.3.14. Distancg-adigue sur Q.

Soit p un nombre premier. Pour tout entier naturel noh) motons y(n) I'exposant dep dans la
decomposition de en facteurs premiers. Onl@n, n" O N* vp(nn') = vp(n) + vp(I').

Si x =% r/s est un rationnel non nul, ou r el N*, posons Y(x) = vp(r) — Vp(s) ; cette définition est
légitime, car \(r) — vp(s) ne dépend pas de la représentation de X.

De plus, on a :[x, y 0 Q* vp(Xy) = Vp(X) + Vp(y).

Pour tout couple (x, Y)) QxQ, posons glx, y) = p ¥ sixzy, d(x,y) =0six =y.

Je dis que glest une distance s@, appeléedistance p-adique. Les axiomes (D 1) et (D 2) sont
immédiats. Reste (D 3) ; en fait, nous allons meamtmieux, a savoir :

O(x, y, 2)HQxQxQ  gy(X, 2)< max(ch(X, y), d(y, 2))-
C’est évident lorsque deux des éléments X, y, é&gaux ; supposons-les tous distincts.
Tout revient & établir que si (x, Y QxQ sont tels que ¥ 0, yZ0 et xzy,ona:
p(¥—y) = min(\p(X), Vp(y) )-
On peut suppose(x) = vp(y). Ecrivant x —y = (x/y — 1)y, tout revient a mieer que si 21 Q est
telque z2 0, z# 1 et y(z)=0,ona: Mz-1)=0.

Ecrivons z =+ ph%, avech = 0, eta etb non divisibles pap. Comme le dénominateur de z — 1

n'est pas divisible pgs, on a bien y(z - 1) = 0. cqfd.
Notons que si x et y sont dadispour tout entien=0 :

dsy)< pm = x=y (modp") et g(x,y)<p™ ~ x=y (modp

n+1).
Les distancep-adiques sont préprogrammées dans Maple :
>wi t h(padic);
>di stp: =(x,Yy, p)->val uep(x-y, p);
distg :=(x,y, p) —» valuefx-vy, p)
>di st p(25, 50, 5) ; di st p(13/ 75, 25/ 14, 5) ;
5—2

14 Le nombre d’Erdds de Grothendieck est 5, confitngaie ces deux mathématiciens sont fort différents.
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A.3.15. La distance de Moliere a Corneille

Corneille aurait-il écrit certaines des piécesMbliere ? Plusieurs critiques le pensent, a igesu
de Pierre Louys. En utilisant une « distance intdttelle » fondée sur les parentés lexicales, un
chercheur grenoblois a récemment affirmé gil'est certain, a 99,9%, que c’est la méme main qu
a écrit « Le Menteur » de Corneille et certainesgeis de Moliére» Mais des chercheurs ont
montré par la suite que Moliére est bien l'autear sts ceuvre$®. C'est avec de semblables
méthodes qu’un&légie funébre en vertueuse mémoire de feu WilRatera été attribuée en 1996
a William Shakespeare par un universitaire amérjaiace a un logiciel fondé sur la fréequence des
termes shakespeariens, le Shaxicon. Littératuréhémamatiques appliquées et statistique lexicale
auraient donc rendez-vous dans ce chapitre ?

A.3.16. La distance sociale

ke monde n’est qu’une branloire perenne
Montaigne, Essais(livre lll, chap 2)

Chacun de nous a son espace métrique particdlbelis Saint-Simon a cruellement décrit la
topologie de la cour de Versailles. Rien n’a chasmés le soleil. Pour un bobo parisien ou lyonnais
New York et Singapour sont & deux pas, Saint-Chanesh aux antipodes, et dans certains milieux
polytechnique est I'école de quartier. La distadeeCostaros a Lyon est-elle archimédienne ? Pour
un coronavirus, de Chine en Lombardie il n’y a qudaut de puce : il suffit d’infecter un touriste
et voila des millions de bipédes obligés de regpante distance physique qui est en méme temps,
en effet, une distance socialeLe&«monde n’est qu’une branloire pérenne. Toutesehy branlent
sans cesse : la terre, les rochers du Caucasepyesmides d’Aegypte, et du branle public et du
leur.», a écrit Montaigne (Livre 1ll, chap Il). Branleir ca c’'est sdr, pérenne, c’est une autre
histoire.

Ces remarques sont affectueusement dédiéeméntmire de mon ancétre ardéchois Joseph Volle,
dit Pata, dont j’ai fini par dénicher I'acte de slpre au bas d'un feuillet. Il est mort a 84 des5
février 1785, a Juvinas. Ce village perché a fldaenontagne parait aujourd’hui bien petit, il était
alors tres grand : il y avait la Roche, la Blach&i@ac, les Champeaux, les Moucheyres, le moulin
de la Coste, le Cros, Libones ou bien plus tardjudlet 1821, s’écraserait une météorite. Les
paysans de la Roche se mariaient entre paysares Reche, il était rare qu’ils cherchent femme
ailleurs. lls n’avaient pas la méme vision du mogde nous, nos ancétres, et leur espace métrique
avait goQt de chataigne.

15 e Monde, 19 juin 1996 et 11 juin 2003, et Poustience, mars 2003 (p. 90), janvier 2020 (p. 54).
16 Définition mathématique du touriste : consommateumpulsif de kéroséne détaxé.
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A.4. Espaces vectoriels normés

Les espaces vectoriels normés, et les parties atesprectoriels normeés, constituent les principaux
exemples d'espaces meétriques. On peut d'ailleunmodéer que tout espace métrique est
isométrique a une partie d’'espace vectoriel noraie[§.2). Nous réviendrons sur les propriétés
spécifiques des espaces vectoriels normés dansapitre ultérieur.

Définition 1 : Soientk =R ouC, E unK-espace vectoriel. On appelierme sur E une application

N:xOE - || x|[OR* vérifiant les trois axiomes :
(N1) séparation [[X]|=0- x=0
(N2) homogénéité O, x) OKxE [AX A=A x )
(N3) inégalité du triangle O(x, y) O E2 Ix+yKEIXII+IYI

Un espace vectoriel normgou evn) est un couple (E, N) formé d’dnespace vectoriel et d’'une
norme sur E.

Propriétés des espaces vectoriels normés :

1) Si (E, N) est un espace vectoriel normé gliation d : (x, y)J E2 - || x—y || R* est une
distance sur E, ditassociéea la norme de E. (E, d) est appelpace métrique sous-jaceni
I'espace normé (E, N). En fait, &iest un espace affine associé a I'espace vectwieié (E, N)&
hérite de la méme distance.

2) Cette distance d n’est pas quelconque, pigbguweérifie :

dx+z,y+2)=d(x,y) :lestranslatismnt des isométries de (E, d)
dA.x,Ay) =pld(x,y) :les homothéties sont des dilatetide (E, d)

3) Réciproquement, si d est une distance sugrliiant ces deux propriétés, alors-x ||x|| = d(x,
0) est une norme sur E, et d la distance associée.

4) Surtout, il découle de 2) que les boules tegeet fermées, et les sphéres, sont des images de
boules ou sphéres unités par homothétie-translation
B(a, r=a+rB(0O,1) , B§r)=a+rB(0,1) , & r)=a+r.5(0,1).

5) Les boules unités, ouverte et fermée, deregdtsont convexes, symétriques par rapport a O,
absorbantes, et ne contiennent aucune demi-drottigide O.

6) Dans un espace norme, le segnmeétriquela, b] = { x O E; d@, x) + d(x,b) = d@, b) }
contient toujours le segmeatffine [[a, b]] ={ta+ (1 —-t)b;tO][0, 1]}, et la droitemétrique

(@b) = [a,b] O{xOE;d@ x)=d@b)+d(x,b)} O{x OE; dp, x) =db, a) + d@, x) }
contient toujours la droitaffine (@b)) ={ta+ (1 —tb; tO][0, 1] } , mais ils peuvent étre
distincts.
Exemples d’espaces vectoriels normés :

1) Les espaces cartésiens K"

Pour X = (%, ..., ) , on pose [l=max x| , [Ixi =2 x| et [Ix§ = > % .

Ce sont trois normes siif\. Pour les deux premiéres, c’est facile a vérifier.
La troisieme est la horme euclidienne classijaedémonstration repose sur :

Inégalité de Cauchy-Schwarsoient x = (x, ..., %) ety = (\, ..., }) dansKn.

TR 2 2 . , .
| 2% yi [T 2 X7 2 vl (z est le conjugué de z)
avec égalité ssi les vecteurs x et y sont liés ddhs

Inégalité de Minkowski || x +y b < || x|p+ ]|y |p. avec égalité ssi les vecteurs x et y sont
positivement liési.e.x =0 ou y =a.x, o = 0.
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Voici représentées sur une méme figure les sautés d&R2, resp.R3, pour ces trois normes.

| B N

Les 3 boules dans I?Q Distance de Manhattan Les 3 boules dans I?Q

La distance associee a la norme; |pgf parfois appeléedistance de Manhattan» ; elle mesure en
effet la distance d'un point A a un point B dangjleartier de Manhattan aux rues rectangulaires.
Elle est bien plus adaptée pour s’y déplacer quiistance euclidienne, qui est la « distance a vol
d’oiseau ». Pour la distance euclidienne, le seymétrique joignant A & B est le segment usuel

{ A+ (1-A\)B ;A 0O]0, 1] }; pour la distance de Manhattan, le segtmaétrique joignant A & B est
le rectangle ACBD de diagonale AB et de cotés fides aux axes.

2) Soit E urK-espace vectoriel de dimensiomapporté a une bask= (g4, ... ,&y). Pour tout x =

sl max byl .l x§=2 il et [1xg =Y.

Il est immédiat que ce sont trois normes sur E.

2. X;.§ , ON pose

3) Normes matricielles

En tant qu'espace vectoriel, J#K) n’est autre quek® |l hérite aussitdt des trois normes
précédentes. La troisieme norme s’appetieme de Frobenius

Elle vérifie : IAY = >lap = Jtr(AA) |

ou A* est I'adjointe de A (transposéeksi= R, transconjuguée & =C).
On verra plus tard que JK) est aussi muni d’autres normes : les norme®sjmu subordonnées
aux normes d&"n.

4) Normes polynomiales

Sur E =K[X], soit P =X & XI ; | P [y = max | , || P{|=2 lal et ||[P4l =/>]aP sonttrois

normes sur E.
Il'y en a bien d’'autres. Ainsi, si A est une paititnie bornée d&k ouC, on peut montrer que
Na(P) = supa |P(2)| est une norme sur E. Et il y a les normestionnelles vues en 5).

5) Normes sur des espaces fonctionnels
Soit E =3(X, K) I'espace des fonctions borndesX - K. Alors [|f |k = sugx | f(x) | est une

norme sur E, diteorme uniforme.
Soit E =@([a, b], K). A la norme uniforme s’ajoutent les deux normsselies :

Il Il

b,
I | f(x)|.dx :norme de la (convergence en) moyenne

b
J' | f(x)|2.dx : norme de la (convergence en) moyenne quadratique
a

IIf b

qui sont I'analogue intégral des normes discretes\en 1).
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A.5. Ecarts, semi-distances, semi-normes

Il arrive parfois que I'application d ne vérifgms tout a fait les axiomes D1 a D3. On parlesalor
d’écart ou de semi-distance. Dans ce chapitreaitetdes espaces métriques, mais certains concepts
et résultats s’étendent sans peine aux espacesrsgngues, comme on le verra en B.5.

Définition 1 : Soit E un ensemble. Wrcart sur E est une application d xE — [0, +oo] vérifiant :
(EC 1) Ox O E dx,x)=0
(EC 2) 0(x, y) O EXE dix,y) = d(y, x)
(EC 3) O(x, y, zZ) O ExEXE  d(x, z)< d(x, y) + d(y, 2)
Une semi-distanceou pseudo-distanceest un écart fini. Urespace semi-métriqueou pseudo-
métrique est un espace muni d'une semi-distance.

Exemples:

1) Soient (E, d) un espace métriqé&éx, E) 'ensemble de toutes les fonctions de X danSif et
g O &(X, E), on définit d,(f, g) = sugx d(f(x), 9(x)). d, est un écart suF(X, E), appeléecart
uniforme. Pour queff) tende uniformément vefgdansg(X, E), il faut et il suffit que g(fn,f) -
0. Notons que D ﬁ est une distance sétX, E), etque g¢(fn,f) - 0 = D(fy,f) - 0.
Ainsi, la topologie de la convergence uniforme "gsétrisable”, c’est-a-dire peut étre définie par
une distance.

2) Une partie A dl§22 est dite « quarrable » si elle a « une aire He-ctest notéa (A).

d(A, B) =A(A A B) est alors une semi-distance sur I'ensemblepddses quarrables &R
Cette semi-distance, bien adaptée a certains pnesléest fort différente de la distance de
Hausdorff que nous verrons plus tard.

3) Soit Q, @ P) un espace probabilisé. d(A, B) = R{/B) est une semi-distance sur la trddes
événements. Il y a une grande analogie avec |'elepngcédent, car probabilités et aires relévent
de la théorie de la mesure.

Exercice : Soit d une semi-distance sur E. Monfjez « X®& y = d(X, y) = 0 » est une relation
d’équivalence sur E, et que d induit une distanecd’ snsemble quotient .

Définition 2 : Soit E unK-espace vectoriel. Uneemi-normeest une application N : X E - [|x|[]
R* vérifiant les deux axiomes :

(N2) homogénéité O, x) OKxE [N =N
(N3) inégalité du triangle 0O(x, y) O E2 Ix+yKEIXII+IYI

Un espace vectoriel semi-normést un couple (E, N) formé d’'uf-espace vectoriel et d’'une semi-
norme. d : (X, y)- || Xx—y || est une semi-distance sur E, et{ E ; ||X|]| = O } est un sous-espace
vectoriel de E.

Exemples Sur I'espace des fonctions Riemann-intégraldede sous-espace des fonctions réglées,

de [a, b] dansR, ||f |l = I:| fooldx et |if |p = 1/j: f(x)2.dx sont des semi-normes.

Leurs restrictions a C4[ b], R) sont des normes.
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B. Topologie d’'un espace métrique

«Nerzhin, les levres fortement serrées, était @it jusqu’a la grossiéreté : il n’essayait méme
pas de savoir ce que Verenyov avait écrit sur detémche aride des mathématiques qu’il avait
lui-méme un peu étudiée pour I'un de ses coursd&auil se sentit géné pour Verenyov. La
topologie était comme la stratosphere de la pefméraine. On pouvait penser qu’elle servirait
peut-étre au vingt-quatrieme siecle, mais pourstant...

Je ne me soucie ni du Soleil ni des étoiles,
Je vois seulement un homme qui souffre.
Soljénytsing Le premier cercle

B.1. Ensembles ouverts, intérieur d’'un ensemble

Définition 1 : Dans I'espace métrique (E, d), une partie U é@st (
ouvertel’si :
CalU) @@r>0) Ba,n0uU.

Exemples :
1)0 et E sont des ensembles ouverts.
2) Toute boule ouverte est un ensemble ouvert.
En effet, sib 0 B(a, 1), i.e. d, b) <r, je dis que
Bf, r — d@, b)) O B(a,r).
3) Dans un espace discret, toute partie estruve
4) DansR, quels sont, parmi ces ensembles, ceux qui Soeru;
10, 1[, [0, 1], [0, 1], ]O,c[ , [O, o[ ,Q ,R-Q ,Z ,R-Z ?

Proposition 1 : L'’ensemble® des ouverts de (E, d) vérifie les tro
axiomes :

(Ol) O etE sontdes ouverts de E ;

(O 1) L’intersection de deux ouverts de E estowvert de E ;

(O lll) La réunion d’'une famille quelconque d’arts de E est un ouvert de E.
Le couple (EQ) est appel@éspace topologiqué® sous-jacent a I'espace métrique (E, d).

Remargue Il découle de (Oll) que l'intersection d'une fdlmfinie d’ouverts est ouverte. Il n’en est
pas de méme en général de l'intersection d’'une liamguelconqued’ouverts : ainsi, dan{,
l'intersection de la suite d’ouvertsd/n, 1/n[ (n = 1) est le singleton {0}, qui n’est pas ouvert.

Exercice 1 : Montrer que, pour que U soit un oudert, il faut et il suffit qu’il soit réunion d’'un
famille de boules ouvertes.

Définition 2 : Soit A une partie de (E, d). Un point x estidigrieur a Asi (dr>0) B(x, rnNdA.
L’ensemble des points intérieurs a A estimiérieur de A et noté Int(A) ou A,

Exemples

1) SiE =R, et si A est l'intervalle (a, b), a < b, l'intédede A est ]a, b|.

2) Si E est le plan euclidien, et si T est langle plein ABC (A, B, C non alignés), T contiemt
point intérieur : le centre du cercle inscrit. il eontient bien d’autres : I'intérieur de T est fivp
des trois cotés [AB], [BC] et [CA].

17 Le motopen sefut introduit en 1906 par William Henry Young (186942) et son épouse Grace Chisholm
(1868-1944). Le mot allemargkbeitavait été introduit par Weierstrass dans le sémsvert connexe d&",
puis repris par Hausdorff en 1914 dans le sensvdiu

18 | e mottopologiefut introduit en 1847 patohann Listing (1808-1872), qui regrettait de ne pouvoir utiliser
le mot géométrie de positigndéja utilisé ailleurs. Par la suite, ce mot s'sesbstitué a celui, plus ancien,
d’Analysis situsLe termeespace topologiquéopologische raumnfut créé par HausdorffQrundzige der
Mengenlehre1914).
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Proposition 2: L'intérieur de A est un ouvert, c’est le plusgd ouvert inclus dans A.

Preuve: « Soit U un ouvert inclus dans A. Tout poitde U vérifie Jr > 0) B@, r) 0 U, et a
fortiori B(a, r) 0 A. aest donc intérieur a A, et donclUA.

* Soit x un point intérieur & A ; alordJ¢ > 0) B(x, r)0 A. Tout point y de B(x, r) est intérieur a
A car B(y, r —d(x, y)JJ B(x, r) 0 A. Donc B(x, r)0 A, et A est ouvert.

Corollaire : Un ensemble U est ouvert ss’il est égal a saariir.
Exercice 2 : Quel est l'intérieur daRsdes ensembles suivants : [0(1{2}, Z,Q,R-Q ?

Exercice 3 : Montrer que I'application A Int(A) vérifie pour tous Aet B :
A OB = Int(A) O Int(B) ; Int(Int(A)) = Int(A) ; Int(AnB) = Int(A)nInt(B).

Définition 3 : On appellextérieur de A l'intérieur de son complémentaire Ext(A) H(- A).
Proposition 3: x O Ext(A) = d(x,A)>0.

Preuve: Si x Ext(A) =Int (E-A), (Or>0) B(x, N0 E-A; alors d(x, y= r pour tout y{1 A,
donc d(x, A)=r > 0. Réciproquement, sid(x , A)=r>0, B® [ E- A ; tout point yd B(x , )
est mémeéntérieura E—- A, car B(y, r—d(x, y) )d B(x, r)d E- A. Donc x Ext(A) = Int (E- A).

B.2. Voisinages, suites convergentes

B.2.1. Voisinages d’'un point

«Je ne suis pas la rose, mais j'ai vécu dans sainage.»
Saadi

Définition 4 : Une partie V de E est appelasinagede x si x(I Int(V).
Proposition 4: A est ouvert ssi A est un voisinage de chacusedepoints.

Proposition 5: Pour tout X, soif0(x) 'ensemble des voisinages de x. Alors :
(VI) OxOE ,OVODX) xOV;
(Vi) 0Ou,VODX) Un V O 0(X) ;
(V nr) 0OU O 0(x) uoVv=V0DO0X);
VIiv) DUODX) , VO D) yOV=UOD(y).

Preuve: seul (VIV) mérite d'étre établi. Soit U un voisinage delxexiste r > 0 tel que B(x, f) U.
Posons V = B(x, ). V est ouvert, donc est un vaige de chacun de ses points. Uaefrtiori
voisinage de chacun des points de V.

Les axiomes (W11 & Il ) expriment que les voisinages de x forment uttrefi>. L’axiome (VIV)
exprime les relations entre les voisinages de miffés points, et s'énonce ainsi en francais : « tou
voisinage de x est aussi un voisinage des poiffis@mment voisins de X ».

Définition 5 : Un systéeme fondamentable voisinages de x est une famillg){d, de voisinages de
X telle que tout voisinage de x contienne 'un des

Exemples
O les boules ouvertes de centre x forment un sysféntamental de voisinages de X ;
O les boules ouvertes de centre x et de rayotfiotiment un syst. fondamental de voisinages de X ;
O idem avec les boules fermées.
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B.2.2. Suites convergentes

Définition 6 : Soit (%,) une suite de points de E. On dit qu’elnvergevers x19, et I'on note
limp,_, +00 Xn = X Si 'une des conditions équivalentes suivaetssatisfaite :

(L1) limp _ 400 (0, X) =0

(L2) Ce>0) (hg) (Onz=ng) d(,X)<¢€;

(L3) OVIOD(X) (Chg) Cnzng x0OV.

Propriétés des suites convergentes

1) Unicité de la limite. C’est une conséqueede I'axiome de séparation (D 1).
2) Toute suite convergente est bornée.
3) Toute suite extraite d’'une suite convetgesst convergente, et a méme limite.

4) Si () est un systeme fondamental de voisinages de x,cpmu(x) tende vers X, il faut et
il suffitque @iOI) (Chg) Enz=ng) x0OU;.

Exemples de suites convergentes

1) Dans un espace discret, les suites coamgzg sont les suites stationnaires.

2) Dan¥K " muni d’'une quelconque des trois normes définie&.dn une suite de vecteurs
xP = (x4P, ..., %,P) converge ssi chacune des suitq@)p,( 1<i<n, converge.
Idem pour les suites de matrices.

3) Dans la droite numérique achevée, leesuitimériques convergentes sont les suites réelles
convergeant dang, les suites tendant verso+et les suites tendant vers. Ainsi les suites réelles

tendant vers I'infini sontlivergentegdansR (pour la distance usuelle), maisnvergenteslansR :
c'est précisément pour adopter ce nouveau pointuwe qu'on considére la droite numérique
achevée.

4) Dansé, une suite (g) de complexes tend vessssi |g| tend vers ¢. Par exemple, la suite
((—1)n n), quidivergedansk et dansR, convergeverseo dansR.

5) Dans $(X, E), d,) (cf.A.3.8) ou, plus généralement, dag$X, E), D) (cf.A.5), la conver-
gence d'une suitd{) de fonctions vers une fonctids'écrit :
{e>0) (gON) (Onz2ng) (OxOX) dfn(x), f(x)) <e.
On reconnait la définition de la convergence unii@rqui sera revue et étudiée plus tard.
Exercice 1 : Montrer que la suite,pxne tend pas veissi et seulement s'il existe> 0 et une suite
extraite ()h(k)) tels que, pour tolk, d(xn(k) ,Q) = €.
Exercice 2 : 1) Soit ( une suite de points de E. On suppose les suitgy ( (Xon+1) €t (%7p)

convergentes. Montrer que la suitg)(zonverge.
2) Donner un exemple de suite réelle divergesttéglle que chacune des suites extraitgg) (X
k= 2, soit convergente.

Exercice 3 : Soit (¥ une suite convergente d’éléments de E, de limitslontrer que pour toute
permutatioro deN, (xc(n)) converge et a méme limite.

19 Le termeconvergentiut introduit par James Gregory (1638-1675) en7l@@ries convergehs quant au
termedivergent il fut introduit, selon les sources, par Gregery1668 ou par Nicolas | Bernoulli en 1713. La
definition des suites convergentes a l'aide gles des g remonte a Weierstrass (1815-1897), et fut énoncée
dans les cours qu'il fit a I'université de Berlentre 1850 et 1860. Avant lui, la notion de coneeag restait
intuitive et dynamique«On dit qu'une quantité variable devient infinimeetite lorsque sa valeur numérique
décroit indéfiniment d'une fagon telle qu'elle cenge vers la valeur zérgaffirme encore Cauchy. Quant au
symbolec, il fut introduit par I'anglais John Wallis (16116¢03).

23



Exercice 4 : On se place dagg, @) muni de la distancg-adique définie en A.3.14.
Démontrer que les suitepny etx,=1+p+ ... +pn convergent. Quelles sont leurs limites ?

Probléme : axiomes de Fréchet-Kuratowski
1) Soit (E, d) un espace métrique. Montrer gueoinvergence des suites vérifie les 4 axiomes :

(FK 1) toute suite (¥ stationnaire, égale a x a partir d’'un certairgraxonverge vers X ;
(FK 2) toute suite extraite d’'une suite tendasrs x tend vers X ;

(FK 3) si, de toute suite extraite dg)(®n peut extraire une suite tendant vers ) {&nd vers x ;
(FK 4) si (f 1y est une suite double de points de E, vérifiant :

Om) limy | 40 Xmn=3an et limy L+wan=2a,
alors il existep : N - N strictement croissante, telle que {im, 4o Xm ¢(m) =2 -

2) Nous dirons qu’une suite numeérique)gx, est«convergente au sens de Cesasdda suite
e +.+ . .
(yn) définie par y = % converge, et I'on note C-limpye lim yy, .

Cette notion de limite posséde de bonnes priggsriéant algébriques que topologiques :
e Climxp,=aetC-limy,=b= C-limAx, +pyn,=Aa+ub;
* Pour toute suite (J,>1 convergente au sens usuel, C-ligedim Xq ;

* Si (x)>1 est convergente au sens de Cesaro, toute sylig.{yegale a (¥)n>1 a partir d'un
certain rang, est aussi convergente au sens decCes&-lim x, = C-limyy, .

Cela dit, existe-t-il une distance d sutelle que C-imx=a < limg _ 40 d(X,, @ =07
La réponse est non, car la suite (0, 1, 0, 1, .ng teers %2 au sesnde Cesaro, la suite extraite (9, 0
...) tend vers 0.

Les axiomes de Fréchet-Kuratowski permettent dimidéfne notion abstraite de convergence et dedimées
suites dans un ensemble quelconque E. On peut enanitune convergence des suites vérifiant lesnagso
(FK1, 2, 3) n'est pas toujours associée a une t@®| mais qu’'une convergence des suites vérifemtd
axiomes est toujours associée a une distance duexercice précédant montre que certaines notitenson-
vergence de suites, bien qu'intéressantes, neergrpias dans le cadre rigide et préétabli des espaétri-
ques, pas plus que dans celui des espaces topodsgignéraux< Ceux qui s'attachent a des systémes sont
ceux qui, incapables d'embrasser la vérité tout&er, tentent de |'attraper par la queue. Un systec'est un
peu la queue de la vérité, mais la vérité est conenhézard : elle vous laisse sa queue entre legtsloet file,
sachant parfaitement qu'il lui en poussera une etlaven un rien de temps,® écrit Tourgueniev a Tolstoi en
1856... Mais revenons aux espaces métriques ritegier ne dispense pas de les étudier.

B.3. Ensembles fermés, adhérence d’'un ensemble

B.3.1. Ensembles fermés

Définition 7 : Dans I'espace métrique (E, d), un ensembleieétriné20 s'il est le complémentaire
d’'un ensemble ouvert.

Exemples:

1)0 et E sont des ensembles fermés.

2) Toute boule fermée B;(r) est un ensemble fermé. A ce stade, pour leodéer, il faut vérifier
que son complémentaire est ouvert. Ay SiB'(a, r), i.e. d&, b) > r, alors la boule ouverte B(d(a,
b) —r) est incluse dans le complémentaire de,B)

3) Dans un espace discret, toute partie esterm

4) DangR les intervalles fermés sont des fermés. Parménssmbles, lesquels sont fermés

10, 1[, [0, 1], [0, 1], ]Oeef , [0, +o[ ,Q ,R-Q ,Z ,R-Z ?

20 e concept et le termeetisemble fermént été introduits en francais par Cantor en 1884.
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Proposition 6: L'ensemble$ des fermés de (E, d) vérifie les trois axiomes :

(F1) 0O et E sontdes fermés de E ;
(F 1) La réunion de deux fermés de E est uméde E ;
(F 1) L'intersection d’'une famille quelconque dermés de E est un fermé de E.

Preuve: Ce résultat se déduit aussitot de la prop. 8 Bul. en vertu des lois de de Morgan.

Attention ! Un ensemble peut étre a la fois ouettiermé (ainsid et E), et peut n’étre ni ouvert ni
fermé (ainsi [0, 1] dan®). De plus, une réuniofinie de fermés est fermée, pas une réunion
quelconque

B.3.2. Points adhérents, adhérence d’'un ensemble

Théoréme et définition: Soit A une partie de E. Un point x de E estadihérenta A s'il vérifie
'une des propriétés équivalentes suivantes :

(A1) tout voisinage de x rencontre A ;

(A2) toute boule ouverte de centre x rencontre A

(A3) d(x,A)=0;

(A4) il existe une suite de points de A qui cageevers x dans E ;

L'ensemble des points adhérents a A s’apmadleérencede A et se note Adh(A) A.

Preuve: (Al) = (A2), car toute boule ouverte de centre x estaisinage de x.
(A2) = (A3) car, pour tout > 0, B(x,€) rencontre A, dondy O A d(x, y) <e.

Il'en résulte que d(x, A3 infyga d(x, y) = 0.
(A3) = (Ad). Sid(x, A)=inf yga d(x, y) = 0, pour touh > 1, il existe } [ A tel que d(x, ¥) <

Sl

(Xn) est une suite de points de A tendant vers x Bans
(A4) = (A1). Si (%) est une suite de points de A tendant vers x Bamsut voisinage de x contient
les x, a partir d’un certain rang, donc rencontre A.

Proposition 8: E— Adh(A) = Int(E- A).

Preuve: En vertu du théoréme précédent (A3)] £ - Adh(A) = d(x, A) > 0.

Or cela équivaut a X Ext(A) = Int(E - A), en vertu de la prop 3 du § B.1.

Résultat utile, qui transforme tout probléme rélatiintérieur en un probleme relatif & 'adhérenc
et vice versa.

Proposition 9: A estle plus petit fermé contenant A.

Preuve: Il est clair queZ contient A, et est fermé comme complémentaire duwert (prop. 8).

Enfin, si F est un fermé contenant A-E est un ouvert inclus dans£A, donc dans Int(E A) =
E- A (8 B.1, prop. 2). Par suite, F contieft
Pour montrer qu’'un ensemble F est fermé, il y acdoasieurs méthodes :

— Montrer que E F est ouvert ;

- Si (X,) est une suite de points de F tendant aetans E, montrer quel] F ;
— Montrer que F est intersection d’une famille qoelgue de fermés, ou réunion finie d’'ouverts.

Définition 9 : Soit A une partie de E. On appditentiere de A: Fr(A) =A n E-A.
Proposition 10: Le complémentaire de Fr(A) est Int(B) Ext(A).

Si A est une partie de E, E est la réunion des temisembles disjoints :idtérieur de A, son
extérieur et safrontiere Les deux premiers sont ouverts, le troisiemefershé. Certains de ces
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ensembles peuvent étre vides. L’adhérence de la edtinion de Int(A) et de Fr(A). L’adhérence de
E — A est la réunion de Ext(A) et de FrEA)

Exemples d’adhérence, de frontiére
0 Soit A ={% ;nON*}; déterminerA (dansR).

O Soit A =]0, +o[ ; déterminer son adhérence dé&)puis dansR.

O Il ne faut pas croire que I'adhérence de la bauieerte B4, r) soit la boule fermée B r).
Penser a un espace discret, avec r = 1. L’adhédmBg, r) est incluse dans Bi(r).

0 Cependant, dans un espace normé, I'adhérenceade)st B', r), leur frontiere commune
est S4, r), leur extérieur commun esk{ dx, a) > r }.

O Quelle est la frontiére d@ dansk ?

Exercice 1 : Montrer que I'application A Adh(A) = A vérifie pour tous AetB:
A 0B = Adh(A) O Adh(B) ; Adh(Adh(A)) = Adh(A) ; Adh(ALl B) = Adh(A)UAdh(B).

Exercice 2 : Montrer que A est ouvert si et seul@rs8l ne rencontre pas sa frontiere.
Montrer que A est fermé si et seulement s'il conttea frontiére.

Exercice 3 : Montrer que A eA ont méme diametre ; en déduire A borageA bornée.
Exercice 4 : Montrer quB(x, A, B) d, A) = dx, A) et d(A, B) = d@, B).

Exercice 5 : Soit A une partie non vide majoré&d&lontrer x = sup A= x majore A et ST A.
Que dire de sup A et inf A si A est fermée bornée ?

Exercice 6 : Dans le plan euclidien d’origine @utver une partie A vérifiant :
InttA)={M;OM<1}, FrA={M;1<OM<2} , ExtA)={M;OM>2}.

Exercice 7 : Soit (E, d) un espace métrique. Pautetpartie AJ E on note
a(A) = Int(Adh(A)) et  B(A) = Adh(Int(A)).
1) Montrer A ouverts A O a(A) et A fermé= B(A) O A.
2) En déduire [{A) a(a(A)) =a(A) et BB(A)) =B(A).
3) Donner un exemple de partie A Retelle que A, Int(A), Adh(A), Int(Adh(A)), Adh(InKk)),
Int(Adh(Int(A))), Adh(Int(Adh(A))) soient sept paess distinctes.

Exercice 8 : Soit A une partie de E. On considar@hctionf : E — R définie par :
(g = d&, E—A) —dg A).
Quand a-t-onf(x) >0, f(x) =0, f(x) <0 ?

21| 3 frontiere de A est donc I'ensemble des poinisng sont ni dans l'intérieur de A, ni dans 'ai¢ér de A.
Ainsi, la topologie introduit un peu de logiquertaire, la ou la théorie des ensembles réduit teftahtive séche
x O A ou xO A. Un numéro déour la Science été consacré a la notion de frontiére. Les elplesnfractals ont
pour particularité d’avoir une « grosse » frontiere

Cette notion de frontiere fournit des métaphatekirantes dans de nombreux champs de réflexiena
biologie a la sociologie. Ainsi, dans son livre sacré auxOrigines de la guerre d’Algérie 1940-194ka
découverte, 2002), Annie Rey-Goldzeiguer distingt@s mondes dans la société algérienne : celui des
Européens de souche, dominant, celui des «indiggndominé, et le monde « du contact » entre s d
communautés (caids, cadis, gardes-champétres, guiflsmunistes, intellectuels, etc.). Au cours deguarre
d’'indépendance, les extrémistes des deux bordsclomiché a faire disparaitre cette frontiére poreafia
d’aboutir & un affrontement violent entre deux Blobilan : 350.000 morts.

De méme, certains adversaires de la loi du marj@our tous, appuient leur argumentation sur dénce
naturelle qu'un étre humain est, soit un homme, woeé femme. Evidence trompeuse : certaines peesoont
les attributs des deux sexes, physiologiquemenpsgahologiquement.

Quant aux tenants du slogan « la France awckiamn, eux aussi aiment le brun paradis de lajlegbinaire,
mais la France a une longue histoire et plusietosti€res, linguistiques, historiques, géographsguéEono-
miques, culturelles...
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Exercice 9 : Soient E et F deux espaces métriduds)eur produit, A une partie de E, B une partie
de F. Montrer que Adh(®B) = Adh(A)xAdh(B) , Int(AxB) = Int(A)xInt(B),
FrégB) = (Fr Ax Adh(B) ) O ( Adh(A) x Fr B).
Montrer que AB est ouvert de ¥ < A estun ouvert de E et B un ouvert de F.
AB est fermé de ¥ <~ A estunfermé de E et B un fermé de F.

B.3.3. Classification des points adhérents

Soit A une partie de E. Il y a deux sorteppdmts adhérents a A, les points isolés et leatpoi
d’accumulation :

0 Un pointx 0 A est ditisolés’il existe un voisinage V detel que Vn A = {x}, autrement dit
si les seules suites de points de A tendantweosit les suites stationnaires.

[0 Dans le cas contrairg,est ditpoint d’accumulation. Cela signifie que tout voisinage V ge
rencontre A en un pointk X, ou encore qu’il existe une suite de points desAdaint vers par
valeurs distinctes.

Tout point isolé appartient nécessairemert. &n revanche, un point d’accumulation peut
appartenir ou ne pas appartenir a A.

Un ensemble fermé sans point isolé espadlifait22. Ainsi I'ensemble triadique de Cantor est
parfait (cf. H.1). Moi aussi.

Exercice 10 : On nommensemble dérivéde A I'ensemble A’ de ses points d’accumulation.
Démontrer que A’ est fermé.

Exercice 11 : DanR, pour chacun des ensembles A %; nON*}, B={ % + ;m,nON*},

S =

-1 ,1,.1. x —r(L + 1ym+n. x
C {m+n+ p,m,n,pDN }etD {(m+n) ;m nON*}.

Déterminer leurs points adhérents, leurs point&ssdeurs points d’accumulation.

Exercice 12 : Soienf(x) :ﬁet g(X) = x+1. Pour toute partie A d®, on pose T(A) =

U(g”of)(A). On définit la suite A= N, Ax+1 = T(Ax). Montrer que les ensembleg Aont bien

n=0

ordonnés.

Trouver leur adhérence, leurs points d’accumulatiécrire UA< .
k=0

B.3.4._Parties denses
Définition 10 : Une partie A de E est ditkense oupartout dense si Adh@) = E.23

La densité a deux caractérisations bien différense$on les cas on choisira I'une ou l'autre :

[ par les suites : A est dense ssi tout point dstHireite d’'une suite de points de A ;

[0 par les ouverts (ou les boules) : A est dens®asiouvert non vide (resp. toute boule ouverte)
rencontre A.

Exemples

22 Concept et terminologie dusCantor (1884). Cantor a également introduit en 1880 konad’ensemble
dérivé: D(A) = A' est I'ensemble des points d’accumuatde A. En réitérant cette opération, il formsuite
des ensembles dérivés successifs de A. Si aucarslensembles n’est vide, A estdht seconde espeaen
peut alors considérer®®fA) = n D'(A), et recommencer : Bt1(A) = D(D®(A)) , etc... jusqu'a B®(A) , etc.

En approfondissant la signification de ces symbtkassfinis, Cantor a été conduit a construiresbenble des
ordinaux dénombrables, et le raisonnement par réoce transfinie (1882).

23 Terminologie due & Cantor (1879), mais le coneepit été dégagé par P. Du Bois Reymond, qui nommai
systeme pantachiquen ensemble de réels dense dans tout intervallgs®me apantachiqus ensemble non
dense dans tout intervalle.
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1) A est dense daRsssil(a, b) O R2 (x O A) a<x<b. Il en résulte que est dense dari,

et R-Q aussi. L'anneau D i[l—lo] des nombres décimaifxest dense danR. Idem pour les

nombres dyadique%[%], etc.

2)R est dense dang , C est dense daré.

3) SIK =R ouC, GIy(K) est un ouvert dense de,K).
 ouvert comme image réciproque Be par I'application déterminant, qui est continue.

» densecar si A est non inversible, A = liM+e ( A —%I ) ; or, A n"ayant qu’un nombre fini de
1

k
Application : A.B et B.A ont méme polynéme caraidique.

valeurs propres, A | est inversible pour k assez grand.

Exercice 13 : Montrer que les matrices ayaméleurs propres distinctes forment un ouvert delese
Mn(C).
Exercice 14 : Montrer gu’une partie A est denseseaicomplémentaire est d'intérieur vide.

Exercice 15 : Montrer que l'intersection de deuweants denses de E est un ouvert dense, que
l'inter-section d’un ouvert dense et d’'une partense est dense. Que peut-on dire de l'intersection
de deux parties denses ?

Exercice 16 : Soit E uR-espace vectoriel de dim. finie. Montrer que E higgs réunion d’'une
famille finie d’hyperplans. (Ind.: deux approchessgibles, I'une topologique, I'autre algébrique).

Exercice 17 : GénéralisatioBi A et B sont deux parties de E, on dit que Adesse relativement a
B siBOA. Montrer que [ A dense relat. a B et B deedat. & C |= A dense relat. & C.

B.3.5. Application : classification topologique&les sous-groupes additifs de .R

Théoréme 11: Tout sous-groupe additif de est, soit dense, soit monogéne ; dans ce demuellc
est fermé et topologiquement discret.

Schéma de la preuveSoit G un sous-groupe additif Be Supposons @ {0}.
Alors G, =G n R*, # . Soita = inf G*,. On a alors I'alternative :

» Soita > 0, et alors on montre queld G, puis que G Z.a.
o 0 G impliquerait[{u, v) a<u<v<2,etalorswvullGn ]O,qa[; impossible.
Donca O G eta.Z 00 G. Réciproquementlx 0 G [n, z) 0 ZxR x=n.a +z, 0< z <q.
Cela implique z =0, donc G a.Z.

» Soita =0, et alors on montre que G est dense Bans
1°®idée :0e >0 (20 G 0 < z <e. Soit alorsa < b. Je dis qu'il existe 0 Z tel quea < n.z <b.

2éme

idée : Il existe une suiteq) d’éléments de G telle que,f | 0. Montrer que, pour tout réella

suite( [gl].sn) tend vers.
n

Applications :

1)Q, 2[1—10] = {décimaux},Z[%] = {dyadiques}, n'étant pas des groupes additifsiaggnes,
sont denses daffs

2) Soitw R, G={a+b.w;a blZ}estun sous-groupe. On a l'alternative suivante :

24 « Suivrez-vous Rrose Sélavy au pays des nombrasadécou il n'y a ni décombres ni maux2demande
Robert Desnos dans Corps et biens.
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si w est rationnel, G est monogéne ; s'il est irraten@ est dense.
3) Une fonctiorf : R - C est ditepériodique si le groupe additif de ses périodes :
Fr={tdR; (@x) f(x +1t) =f(x) } n'est pas réduit a {0}.
Ce groupe n’est pas toujours monogéne ( pensgy; édnt le groupe des périodes €s}. Mais s'il

I'est, son générateur T > 0 est appp#riode fondamentalede f. Toute fonction continue non
constante est dans ce cas.

4) Déduire du th.11 une classification des sgrasipes multiplicatifs d&* ;.

B.4. Sous-espaces d’'un espace métrique

Ce paragraphe, anodin en apparence, est impottdiftiéle. Commencgons par un exemple.

Soit F l'intervalle [0, 1[ deR. Muni de la distance (X, y)» | X —y |, F est un espace métrique. A ce
titre, F est un ouvert et un fermé de F ; l'intdlevd0, ¥2[ est un ouvert de F puisque c’est la boul
ouverte de centre 0 et de rayon ¥ ; son compléinerjta , 1[ est un fermé de4>. Cependant, ni F

ni [0, %2[ ne sont des ouverts Beni F ni [¥2, 1] ne sont des fermésiKle

Définition 11 : Soit (E, d) un espace métrique, F ur =
partie de E. La restriction &F de la distance d est un
distance sur F, notég-d

(F, ) est appel&ous-espace métriquele E. il

Proposition 11: i) Soita un point de F. Les boules |
ouvertes ou fermées, les spheres de centtede rayon
r dans F sont les traces sur F des boules et thésesp
de centrex et de rayon r dans E.

i) Les ouverts de F, resp. les fermés de F,
voisinages de& dans F, sont les traces sur F des ouve \ /
de E, resp. des fermés de E, des voisinagesidas E.

Preuve: i) est laissé au lecteur. ii) Soit U un ouveztll Montrons que & F est un ouvert de F.

SoitxOUn F >0 B(x,NOU. Alors B(x, ) =B(x,Nn FOUn F.

Réciproquement, soit V un ouvert de F. Pour toutw [r(x) >0 Be(x, r(x)) O V.

On a donc B(x, r(x)» F O V. Posons U =UB(X, r(x)) . U est un ouvert de E comme réunion de
XV

boules ouvertes, et b F =V. Ainsi, V est la trace sur F d’'un ouvertiEe

Soit maintenant A un fermé de F. F — A est un aduderF ; il s’écritdonc F— A =1 F, ou U est

un ouvert de E. Par suite, A = (E — W)F, donc A est la trace sur F du fermé A’ = E —dJd
Réciproguement, soit A’ un fermé de E ; A =A’F a pour complémentaire dans F I'ensemble (E —
A n F, qui est un ouvert de F.

La troisieme assertion s’en déduit.

Conséquence Soit A F O E. A peut étre ouverte (ou fermée) dans F sat®ldans E, et vice
versa. Autrement diine partie n’est pas ouverte (ou fermée) en sdPour éviter les erreurs qui
pourraient résulter de ces confusions, on parlaraverts et fermés relatifs(a F), et on reviendra a
la définition et a la proposition précédente chagigque nécessaire.

Exemples:
1) Soient E R, F =0, 1[L] {2} U [3, 4]; [0, 1[, {2} et [3, 4] sont des ouvertsfermés de F.
Autre exemple Q est ouvert et fermé d@, mais n’est ni ouvert ni fermé daRd

25 Cela se voit aussi via les suites, avec un pesoite: si une suite de points de [, 1] tend verpainta de
F, alorsa O [¥, 1].
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2) Soient E le plan euclidien, D une droite dé\Eet B deux points distincts de D. L'intervall,]
B[ est ouvert dans D, non dans E. Le segment [AedBfermé a la fois dans D et dans E.

Exercice : Soit AJ F O E. Montrer que I'adhérence de A dans F est leetsar F de 'adhérence de
Adans E : Adg(A) = Adh(A) n F. En est-il de méme pour l'intérieur de A?

Exercice : Soient E le plan euclidien, D une drdigeE, A un intervalle de D. Quel est I'intériewr d
AdansD ?dansE ?

B.5. Topologie d’'un espace semi-métrique

Soit (E, d) un espace semi-métrique. On défimibhme en B.1, B.2 et B.3 les notions d’ouverts, de
voisinages et suites convergentes et de fermésicBap de propriétés restent vraies. Mentionnons
seulement les principales différences, laissanlges a des cours de topologie générale :

O Dans un espace métrique, deux points distincts  meuvent étre séparés par des ouverts
disjoints, par exemple B(x , d(X, y)/2) et B(y xd{)/2). Dans un espace semi-métrique, tout ouvert
contenant x contient les points y tels que d(x= )

[0 Dans un espace meétrique, I'intersection des vaige de x se réduit a {x}. Dans un semi-
meétrique, elle se réduita B'(x,, 0) ={y; d(},%0 }.

(0 Dans un espace métrique, une suite convergente hnite unigue. Dans un semi-métrique, Si
(xp) converge vers x, elle converge vers tout y tel d(x, y) = 0. Cette perte de I'unicité de la lienit
n'est pas dramatique.

C. Limites et continuité

C.1. Limite d’'une fonction en un point

Voici le cadre que nous retiendrons ici : (EetljE', d') sont deux espaces métriques, A unéepart
de E,a A, etf une application : A~ E'. Rappelons que tout voisinageadgans E rencontre A.

C.1.1. Fonctions localement bornées

Définition 1 : f est ditdocalement bornéeau voisinage da s'il existe un voisinage V detel que
flv o A SOit bornéei.e. diamf(V N A) < +oo,

Proposition 1: Les fonctions de A dari® bornées au \4) forment une sous-algébre 8eA, R).
Exemples: La fonction sin)% est définie suR*, localement bornée au V(0), et méme bornée ; la

fonction % .sin% ne l'est pas.
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C.1.2. Limites.
«Comprends-tu ce que c’est maintenant de se senjours
« sur la limite » ? Il me manquera toujours un rgo»

André Gide, Les Faux-Monnayeur@léiade, p.1162)
Définition 2 : On dit quef(x) tend vers L quandx tend versa en restant dans Aou que | est limite
def ena par rapport a A, et I'on note limn, 5 s f(X) = L 28, si 'une des propriétés équivalentes sui-
vantes est vérifiée :
(L) (@De>0) (>0 (@xOA) dka<n = d(f(x),L)<e
(L (Ce>0) (>0 @xOA) dkasn = d(f(x),L)<e
(L) (Ov Ool) (WUoO0@) (OxOUun A) fx) OV
(LIV) (OVOO(L) (WO0V@) fUnAOV
(LV) (OV OO(L)) (UDO0(@) Un ADOf (v
(LVI) Pour toute suite (y de points de A tendant veaislimp, |, 4+ f(X,)) = L.
Proposition 2: Il y a unicité de la limite, lorsqu’elle existe.
Proposition 3: Toute fonction ayant une limite arest bornée au 4j.

Proposition 4 (« théoréme de la limite monotone )
Soit | = (a, b) (a < b) un intervalle & borné ou norf,: | - R une fonction croissante.

i) f a une limite & gauche et a droite en tout point]a, b[ :

ling _, x—0 f(¥) = SURDIn]-wx f(Y) <T(X) <limy _ y1q f(y) = infygin]x+ef f(Y).

i) Sif est majoreef, a une limite en+0 : limy _ j, x<p f(X) = sugor f(x).
Sif est non majorée (ce qui suppose B, f tend vers ¢ quand x— b : limy_ by f(X) = +oo.

iii) Résultats analogues en a.
Autrement dit, si I'on considefecomme fonction de | danﬁ, limy _, p x<b f(X) = sugo f(X).
Exemples Soit | un intervalle d& non trivial,a un point de I. Une fonctioh: | - R est dite :
fX) - f(a)

X—a

s dérivable e silimy _ 5 yza existe ; on la not&(a).

f(x)—f(a)
X-a

f(x)— f(a)
X-a

* dérivable a droite easilimy_ 5 y>a existe ; on la notBy(a).

* dérivable a gauche ersi limy _ 5 y<a existe ; on la notEy(a).

Limites enz. Ici E = R ,A=R, etc.
2xy

X2+ y2

Exercice : La fonction de Peaff, y) = surR2 - {(0, 0)} est-elle bornée ? A-t-elle une

limite en (0, 0) ?

C.1.3. Qu'est-ce gu’une propriété locale ?

On peut donner de cette notion une définitioth@matique précise : deux fonctidrestg définies
dans des voisinages resp. U et Vadent mémegerme au V(@) s'il existe un voisinage Wl UnV
deatel quef|w =g |w-

C’est une relation d’équivalence dans I'ensembls fimctions définies au ). Une propriété
locale era est une propriété qui ne dépend que de la claégaidalence dé, de son germe.

26 |a notationlim fut introduite en 1786 par Simon L’Huillier (179840), dans un mémoire sur linfini
mathématique primé par '’Académie de Berlin. Cepemadhez L'Huillier la notion de limite reste enedrés
imprécise (cf. E.U. Thesaurus, Notion de limite).
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En particulier, deux suites fuet () ont mémes propriétés asymptotiques si elles @#nt a
partir d’'un certain rang’

Le fait pour une fonction d’étre localement béend’avoir une limite, une valeur d’adhérence,
d’étre continue em, le cas échéant dérivable, sont des propriétéddecPour une suite {1 étre
bornée, converger, converger en moyenne de Ces@oo, une valeur d’adhérence, sont des pro-
priétés locales. Les développements limités et piytques sont un calcul algébrique sur les
propriétés locales.

Passer du local au global est un des granddgmnek de I'analyse, que I'on rencontre, sous des
formes variées, dans de nombreux domaines. Ledh@odes accroissements finis en est un trés bel
exemple, puisque d'une majoration de la dérivéer@dssement infinitésimal, ou vitesse instan-
tanée) f'(X) |< M, il déduit une majoration de I'accroissement dar un segment :

fh) -f(@| < M|b-a].

C.2. Fonctions continues28

C.2.1. Continuité en un point

Définition 3 : Soient E et E' deux espaces métriques. L'apjdicdt E —» E' est ditecontinue ena
si elle vérifie 'une des propriétés équivalentelwantes :

(Ch DOe>0,n>0,0xOE, dk,a<a = d(f(x),f(a) <¢;

(Cl) Oe>0,0>0,0xOE, dk a) <a = d'(f(x),f(a) <¢;

cny ovov(f@), WOV@,0xO0E,xOU = fx)0OV;

(CIV) OVOO(f(a) f~Lv)O0@a);

(CvV) lim, 5 f(x) =f(a) ;

(C VI) Pour toute suite [y de points de E tendant vexs(f(xp)) tend verd(a).
Exemples:

1)_Fonction de DirichleSoitf = 1g la fonction caractéristique dg dansR. En quels points est-

elle continue ? Plus généralement, soit A une @altun espace métrique ; en quels points sa
fonction indicatrice A est-elle continue ?

2) Fonction de Thoma@875)2°. Soitf la fonction qui au rationnel = g (forme réduite)

associd(r) = l, et nulle ailleurs. En quels points est-elle amni ? discontinue ?

27 « Qu'est-ce que I'élément infinitésimal? C'est tangeur décroissante jusqu'a s'évanouir, et prise a
moment ou elle s'évanouit, car avant, ce serafi t, et aprés ce serait trop tard. C'est la grandprise au
moment ou, cessant d'étre quelque chose, elle péssencore rien du tout, c'est-a-dire au momentkeg
participe a la féconde identité de I'étre et du méa Ce qu'écrit Hegel de l'infinitésimal fournit aussne
bonne approche des notions de propriété localeadssi petit qu'on veut », de germe. Ce dernier anété
introduit en mathématiques p@harles Ehresmann(1905-1979)« Tous ces mondes, toutes ces grandeurs,
visibles a I'ceil ici ou ailleurs, tiennent dansiplitude d’'une poignée d’espace, je tends le bragpaume a
moitié fermée les contient, / Contient leur origané¢ous, leur virtualité, leurs germes. écrit Walt Whitman,
tandis que Victor Segalen not&:Bondir sur le Germe, dés qu'il est né, le secatdtétirer, le serrer et
I'écrouir pour connaitre s'il est, ou non, digneldalensité des Mots.»

28 | e motcontinu est emprunté au vocabulaire usuelui n'est pas interrompu dans le temps, qui ess sa
lacune, composé de parties non sépargdg»le Robert. Ajoutons que luissance du contindésigne tout
ensemble en bijection avec la droite réelle, etigg'solution de continuitélésigne une discontinuité, une
interruption de la continuité < Il n'y avait méme plus solution de continuité & mterminable réseau des
mares, des étangs et des lac§¢Jules VerneMichel Strogoff. Enfin, continus’oppose aussi @iscret: N et Z
sont des ensembles discrets (cf. I'article Congindiscret de I'E.U.).

29 Carl Johannes Thomag(1840-1921), mathématicien allemand.
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A alui il

Fonction de Thomae

3) Soitf : (x, y) O R2 - f(x, ¥) O R une fonction numérique de deux variabl@%.est ici muni
de la topologie définie par I'une des trois normsselles. Pour quiesoit continue au poing(b), il
faut et il suffit que :

Oe >0, >0,0(x, y)DRZ, | x—al|saet|y-b|<sa=|f(x,y)-f(a b) <€,
ou encore que, pour tout couple de suitg$ (¥,,), tendanindépendammenersa etb, on ait :
limy 400 f(Xp, Y) = f(a b).

Ainsi, la fonction de Peano déja rencontrée, déf'mirR2 parf(x, y) = %surRz—{(O, 0)}, et

(0, 0) = 0, esséparément continuenx et eny, ce qui signifie que chacune des fonctifms -) et
f(s , y) est continue, mais elle ediscontinueen (0, 0).

Proposition 4: Soient (E, d), (E', d), (E", d") trois espace&tmigues, A une partie de &[J A,
f: A - E'une application ayant une limhequand x tend verg en restant dans A,
etg une application E5 E" continue erb.
Alors g o f a une limite quand x tend veasen restant dans A :
li;, 5 xna (gof)(X) = g (limy _ 5 xoa f(X) ).

Preuve: Le mieux est de passer par les suites.

Corollaire : Soitf : (E, d) > (E', d) etg: (E', d) - (E", d"). Sif est continue ea etg continue en
b =1f(a), alorsg of est continue ea.

Proposition 5: L’ensemble des fonctions E R continues era est une sous-algebre &€, R)

pour les lois usuelles. $est continue en etf(a) # 0, alors 1ff est définie au \d) et continue en ce
point. Enfin, sif etg sont continues ea, supf, g) et inf(f, g) sont continues ea

Remarque Lorsquef est définie sur un intervalle |, atun point intérieur de I, on distingue les
notions de fonctions continues a droite et a gaecds

» f est ditecontinue a droiteenasi limy _ 5 y>5f(X) existe et vaul(a).

» f est ditecontinue a gaucheenasilimy _, 5 y>5f(x) existe et vaut(a).

Naturellementf est continue ea ssi elle est continue a droite et & gaucha.en

Plus généralement, revenant a un espace métriquessadhérent a la fois a A et a B, et si

i, o xoa f(X) = limy_ 5 xoB f(X),
alors lim _ 5 ygapp f(X) existe et est égale a cette valeur commune.

C.2.2. Continuité globale

Définition 4 : L'applicationf : (E, d) - (E', d') est diteontinue si elle est continue en tout point.

Exemples:
1) Pour tout x, la fonction ¥ d(x, y) est continue de E daRs
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2) La fonction (X, y)» d(X, y) est continue e - R.
3) Pour toute partie A de E, la fonctionsxd(X, A) est continue de E daRs

Proposition 6: Une composée de fonctions continues est continue.

Autrement dit, les espaces métriques sont les ©bjeine catégorie, dont les morphismes sont les
applications continues.

Proposition 7: L'’ensemble C(ER) des fonctions numériques continues sur E estalgebre pour
les lois usuelles. Siest continue a valeu#s0, 1f aussi. Enfin, sf etg sont continues, sup(@) et
inf(f, g) aussi.

Théoréme 8(Hausdorff) : Soitf une application (E, d)» (E', d'). Les propriétés suivantes sont
équivalentes : ij est continue ;

i) L'image réciproque plade tout ouvert de E' est un ouvert de E ;

iii) L'image réciproque pede tout fermé de F' est un fermé de F ;

iv) Pour toute partie A de Eﬁ) O m

Preuve: i) = ii) Soit U’ un ouvert de E’. Montrons que Uf_=l(U’) est un ouvert de E.

Soit xO U ; on af(x) O U'. Il existee > 0 tel que Bf(x) ,€) O U'.

Par continuité dé en x, il existen > 0 tel que d(x, y) © = d(f(x), f(y) ) <e.

Autrement dit, Y B(x,a) = f(y) O B(f(x),e) = yO f_l( B(f(x),e)) = yQU'. cqgfd.

i) = i) Soient x un point de E, et> 0 ; U’ = B(f(x), € ) est un ouvert de E'.

Son image réciproque paest un ouvert de E, contenant x.

Il existe dona > 0 tel que B(xg) O f ~(U') = f ( B(f(x), £) ).

Ainsi, Oy OE d(x,y) <a = d'(f(x), f(y) ) <e;fest donc continue en x.

ii) < iii) en vertu d'une propriété tout a fait générdkes images réciproques : I'image réciproque
du complémentaire d’'une partie est le complémentigrson image réciproque.

L'équivalence de iv) et des autres propriétésassée en exercice.

Remarque: Les imageslirectesd’'un ouvert ou d’'un fermé par une fonction condme sont pas
ouvertes ou fermées, en général, comme le mordemnéxemples simples :

1) La fonctionx - »° deR dansR est continue ; I'image de I'ouveRt n’est pas ouverte.

2) La fonctionx - Arctanx deR dansR est continue ; I'image du ferni€n’est pas fermée.

Exercice 1 : Soient E et F deux espaces métriquds~ F,I" = { (x, f(x)) ; x O E } son graphe.
Démontrer, que diest continuel] est un fermé de, la réciproque étant fausse.

Exercice 2 : Pour toute partie A de E, on appélaississemen#8 ouvert et fermé de A de rayon r
= 0 les ensembles respectifs : U(A, r) =fbE ; d(x, A)<r} et VA, nN={xOE;d, A<r}
( cette notion jouera un réle-clé dans la partle H
1) Démontrer que U(A, r) est un ouvert de Ejet U(A, r) =U B(y,r).
YOA
2) Démontrer que V(A, r) est un fermé de E prmaTtreﬂ VA).

r>0

Démontrer que V(A, r) contiertJ B'(y,r) , mais que cet ensemble n’est pas toujours fermé.
yOA

Démontrer que si A est compact, ou un fermé ®nslors V(A, 1) :U B'y,r).
yOA

3) Démontrer que U(A, r) = WA, r) et V(A, 1) = V(Z, r.

30 B. Mandelbrot les nomme plaisammergaucisses de Minkowskb ouverte et fermée, car, lorsque A est
une courbe plane, ces ensembles ont une formeaudissa
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4) Exemples

i) Si A =B'G, s) dans un espacermé reconnaitre V(A, r) ;

i) Dans le plan euclidien, dessiner I'ég@sement d’'un segment, de la réunion des trois
segments joignant O a A(3, O),—B![Z,\/§/2) et C ¢1/2, —\/§/2), d’'un polygone convexe, d’'un
cercle ou d'un disque circulaire, d’'une ellipsedun disque ellptique, de la spirale d’Archimede
d’équation polaire r =a6.

iii) Si A est la Norvége, dessiner V(A, r)yraifférentes valeurs de r.

5) Demontrer que tout fermé est intersectiorodérable d’ouverts (ou §5"), et tout ouvert est
reunion dénombrable de fermés (ofig").

=

0.5
R 1]
-0.54

\/

Exemples d’épaissert@nu « saucisses de Minkowski 3

Exercice 3 : Soient E et F deux espaces métriquis. applicatiorf : E - F est diteouverte si
I'image directe paf de tout ouvert de E est un ouvert de F.

1) Démontrer quéest ouverte ssi, pour toutlx E et tout voisinage V de X\V) est un voisnage
def(x).

2) Démontrer que la composée de deux applicationertes est ouverte.

3) Démontrer que I'applicationzC - |z |O R" est continue et ouverte.

31 «Un cours de maths qui ne fait pas rire les élé\ssia cours mal enseigré(Albert Jacquard). Attention
I'épaississement d’'une ellispe est formé de dewtesvqui ne sont pas des ellipses, mais des taroide! ne
pas oublier de soigner les toroides sous I'abingeclbwn vert est la différence de deux épaissisaanen
hommage a Marcel BergeBéométrie9..11.2.)
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4) SiQ est un ouvert de C, €t Q -, C une fonction holomorphe non constariitest ouverte.
C.3. Homéomorphismes

Définition 5 : Un homéomorphismef : (E, d) —» (E', d’) est une bijection continue ainsi que sa
réciproque (on dit aussi : bijectidnicontinue). Deux espaces métriques sont titenéomorphes
s'il existe un homéomorphisme de I'un sur l'alte

Proposition 9: Une bijectionf : (E, d) - (E', d) est un homéo-
morphisme ssi I'image directe et I'image réciproqae f d'un
ouvert sont des ouverts.

Remarque : un homéomorphisme est une bijectioniraent
ouverte.

Proposition 10 : Le composé de deux homéomorphismes,
bijection réciproque d’un homéomorphisme en est un.

Corollaire : Les homéomorphismes de (E, d) dans (E, d) fornm
un groupe pour la composition.

Toute isométrie est un homéomorphisme. La récigrogst -
fausse : un homéomorphisme est beaucoup moingragitline .
isométrie : ainsi, la fonctior - x3 est un homéomorphisme Ot e
R sans étre une isométrie.

Photographie deJean Goursat

Par « propriétés, ou notions, topologiques on entend lesg
propriétés invariantes par homéomorphisme. Deuxaesp
homéomorphes ont les mémes propriétés " topologitjuen ce
sensque: A OE) f(IntA) =Intf(A) , f(Adh A) = Adhf(A) , f(Fr A) = Frf(A) , etc.

La compacité, la connexité par arcs, sont des pdsr topologiques, car un espace métrique
homéomorphe a un espace compact, resp. connegecgal’est encore.

En revanche, le fait d’étre borné, ou complet, oet pas des notions topologiques : un espace
homéomorphe a un espace borng, resp. complegstghs toujours.

Rappelons le théoréme suivant, relatif aux hanma¥phismes entre intervalles & qui découle
en partie du théoreme des valeurs intermédiaifef.@).

Théoreme d’inversion des fonctions monotones

i) Soient | un intervalle d&, f une fonction continue strictement monotonse R. Alors J =f(l)
est un intervalle de méme nature que | (ouvert,i-servert ou fermé), ef induit un homéo-
morphisme |- J.

ii) Si | est un intervalle dR, les parties d® homéomorphes a | sont les intervalles de méme
nature.

i) Si | est un intervalle dR, toute injection continue 4 R est strictement monotone.

Remarque 1: Hormis le cas précédent, il n'est guere facilel@montrer qu’une application est un
homéomorphisme. On dispose pour cela de diffémutits :

0 des arguments de compacité et d'unicité de valadhérence (cf. E.1, ex 2 suivant la prop 2)

O le théoréme d’inversion de Banach (relatif auxaesg de Banach, cf. chap. EVN § 11)

0 tout C-difféomorphisme d’un ouvert U d’un evn de dim &rsur un ouvert V, est un homéo-
morphisme. Or on dispose d’outils puissants pountneo qu'une application est ur-@ifféomor-
phisme : le théoreme d’inversion globale du cattifiérentiel.

0 certaines applications sont des homéomorphismesrgnque perturbées del-@ifféomor-
phismes ; cela s’établit par des méthodes de figa{cf. D.3., ex 6, et pb &NSAE).

32 Un homéomorphisme malade se soigne a ’homéopatimniénoméomorphisme amoureux aima Juliette..
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Remarque 2: 1) Une bijection continue E E' n’est pas toujours un homéomorphisme. Ainsi :
— idR est continue d& muni de la distanceiscretedansR muni de la distancesuelle mais non
bicontinue.

— soient E = [0, 1][2, 3], E' =[O0, 2]f(x) = x si xJ[0, 1[,f(x) = x-1 si XJ[2, 3] ; que dire dé?

2) Il y a cependant des cas ou l'on peut raffir qu'une bijection continue est un homeéo-
morphisme : cf. E.3. corollaire du th. 8 et théoeadtinversion de Banach.

Exercice 1 : Soient E et F deux espaces métriqudés~ F une application continue, de graphe
M ={(x, f(x)) ; x O E}. Montrer que E ef sont homéomorphes.

Exercice 2 : Soit (E, || ||) un espace vectorieingo de boule unité ouverte B.

Montrer quex — m est un homéomorphisme de E sur B.

Exercice 3 : Montrer que A A~1 est un homéomorphisme de,® ), K =R ouC.

Exercice 4 : Il existe des espaces métriques norebmorphes E et E', tels qu’existent une bijection
continue de E sur E' et une bijection continue 'duEE.

Pour toutn, soit A,=13n, 31 [0 {3n+2}, E = JA et E'= ED{1} - {2}.
n=0

On définitf : E - E' parf(x) =xsix#z 2 ,f(2) =1,

etg: E' - E parg(x) = % six11]0, 1] ,9(X) = % - 1six0]3, 4] ,g(X) =x - 3 sinon.

Etablir quef etg sont des bijections continues et que cependahEEne sont pas homéomorphes.
Exercice 5 : Trouver les sous-groupes finis du geod des homéomorphismesRl@&ansR.

[ Indication : on montrera que leur ordre est 2ol

C.4. Applications uniformément continues

«L'erreur n'a rien d'étrange. C'est le premier &lattoute connaissance.»
Alain

Le concept de fonction uniformément continueststiegagé progressivement de celui de fonction
continue, avec lequel il fut d’'abord confondu. Daagentative pour démontrer I'intégrabilité d’une
fonction continue sur un segment, Cauchy admetigigient gu’elle est uniformément continue,
et conclut. Le maillon manquant de la preuve nedmplété qu’'en 1872 par Heine (cf. E.4)
Définition 6 : L'applicationf : (E, d) » (E', d') est diteiniformément continuesi :

(UC) @e>0) (x>0) O, y)OExXE d(x,y)<a=d(f(x),f(y))<e.

Proposition 11: La composée de deux applications uniformémentimmoes est unif. continue.
Autrement dit les espaces métriques sont les oljetse catégorie dont les morphismes sont les
applications uniformément continues.

Proposition 12: Toute application uniformément continue est tard. La réciproque est fausse en
général. (cf. toutefois le théoreme de Heine el.E.4

Exemples et contre-exemples

1) Une applicatioh: (E, d) - (E', d') est ditdipschitzienne de rappork > 0 si :
Ox, y)UExE  d{(x), f(y)) s kd(x, y).
Toute fonction lipschitzienne est uniformément . Exemples :

O si A est une partie non vide de E, d(., A) -xd(x, A) est 1-lipschitzienne, donc u.c.
En particulier les fonctions % [x| et x— d(x, Z).
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O les fonctions sinus, cosinus, arctan et th sdigsthitziennefR - R. Plus généralement, fsi
est dérivable b R (l intervalle deR), alors Ox O 1) |f(x) |k < festk-lipschitzienne.

C’est une conséquence du théoreme des accroissefimnt

— ceci vaut aussi pour les fonctions de gluis variables : si U est un ouvert convex&ket
f: U — R une fonction de classel@elle que Ox O U) ||[f'(x) |||< k, alorsf estk-lipschitzienne.

. 2 . . . ) .
2) La fonctiorx — X~ est continudk — R mais non uniformément continue.

3) La fonctiorx — \& est uniformément continl®t - R*, mais non lipschitzienne.

Exercice 1 : Sur quelles parties simple®Rde , le logarithme est-il uniformément continu ?

Exercice 2 : Soit | un intervalle de, fune fonction convexe de | dafs Montrer quef est
lipschitzienne sur tout segment [a, b] inclus déan&rieur de I.

Exercice 3 : Donner des exemples de fonctions oes bornées non uniformément continues.

Exercice 4 : 1) Soit: R* - R uniformément continue. Montrél, b>0 Ox=0 |f(x) |[<ax+Db.
Conséquence géométrique ? GénéraliselRa- R .

Applications: a) La fonctiorx - x.In x est-elle uniformément continue Rt ?
b) Quand un polyndme ésniformément continu stk ?

2) Plus généralement, soient E et F deux espaadsriels normésf : E -~ F uniformément
continue. Démontrer que (g, b>0 OxOE |[f(X) |[|[<a]|K|| +b.

Exercice 5 : Soit : (E, d) - (E', d'). Pour quéne soit pasiniformément continue, il faut et il suffit
gu’existent deux suites gxet (y,) de points de E telles que ¢(¥p) tende vers 0 et &), f(yn))
ne tende pas vers 0.

Exercice 6 : Soit A une partie de E. Montrer querpdes fonctionsk-lipschitziennes de E damig
nulles sur A, il y en a une plus grande et une phige (pour I'ordre usuel).

Exercice 7 : Montrer que la composée de deux agias lipschitziennes est lipschitzienne.
Soient (E, d) un espace métrique, F un espace nddém@ontrer que I'ensemble Lip(E, F) des
fonctions lipschitziennes de E dans F est un espederiel.

Exercice 8 : La fonctiofi: (E, d) - (E', d) est dite hdldérienrdordrea > 0 s'il existek > 0 telle
que 0(x, y) O EXE d'((x), f(y)) < k.d(x, yyF.
Sia =1, on retrouve les fonctions lipschitzienneseB8oE et F des evn, U un ouvert convexe de E.

Démontrer qu’une fonctiof: U - F holdérienne d’'ordret > 1 est constante (utiliser un peu de
calcul différentiel).

Exercice 9 : Soit: (E, d) - (E', d). On appelle module d’'uniforme continuigf la fonction
wf : Ry - [0, +oo] définie par  wy(d) = sup{ d'(f(x), f(y) ) ; d(x, y)<d}.
1) Démontrer quéest bornée- wx est bornée ; ques est toujours croissante, et que :
w(®) | Oquand ! 0 - festuniformément continue.
2) On suppose que E est un intervall®Rd&tablir que : s, t= 0 wx(s + t)< ux(S) +wx(t).
En déduire quéest uniformément continue- wy est continue SuR.

C.5. Comparaison des distances

Définition 7 : Les distances d et d' sur le méme ensemble Edtagtopologiquement équi-
valentessi idg est un homéomorphisme (E, d) (E, d).

Il revient au méme de dire que (E, d) et (Eodf les mémes ouverts, ou les mémes fermés, les
mémes suites convergentes, que pour tout poimsxydisinages de x sont les mémes pour I'une et
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I'autre distance, ou encore que toute boule oudteentre x pour I'une des distances contient une
boule ouverte de centre x pour I'autre. Bref, (Eetd(E, d') ont méme topologie sous-jacente.

Proposition 13: Soit (E, d) un espace métrique. Les propriatidsastes sont équivalentes :
i) d esttopologiquement équivalente a laagtice discrete ;
i) Toute partie de E est ouverte ;
iil) Toute partie de E est ouverte et fermée ;
iv) Tout point de E est isolé ;
V) Les seules suites convergentes dans E a®stites stationnaires.
Nous dirons alors que (E, d) éspologiquement discret

Exemples: « Z, muni de la distance induite par celleRleest topologiquement discret (et complet).
e A={ % ;nON*} de méme ( mais non complet ).

* Q n’est pas topologiqguement discret.

Définition 8 : Les distances d et d' sont diéeplivalentessi :
Ooa,B>0 0O y)O E a.d(x, y)<d'(x, y)<B.d(x,y) .

Exemples :

1) Munissons I'ensemble E = {1, 2, .n},de la distance discrete d’ et de la distance lsae
Ces deux distances sont équivalentes,[dgq;, y) [ E dx, Y| x=yEnd(xy).

2) Plus généralement, dans un ensemble fintesoles distances sont équivalentes. Il suffit de
démontrer qu'elles sont équivalentes a la distaigaete. || n'y a donc qu'une topologie
« usuelle », la topologie discréte.

3) Soient (E', d') et (E", d") deux espaces ipéés, E = EX E" leur produit, x = (X', X") ety = (Y,
y") deux éléments de E.
deo(X, y) = Max(d'(x', y), d"(x", y")), dx, y) = d(x, y) + d"(x", y"), d(x, ¥) = 4/d'(x,y)>+d"(K"y")?
sont trois distances équivalentes sur E.

Proposition 14: i) L’équivalence topologique et I'équivalencensdes relations d’équivalence dans
I'ensemble des distances.
i) L’équivalence implique I'équivalence topoigge, mais la réciproque est fausse en général.

Exercice 1 : Montrer qué(x, y) = | x3 - y3 | est une distance sBy;, topologiquement équivalente,
mais non équivalente, a la distance usuelle.

Exercice 2 : Sur le cercle unité du plan euclidimontrer que les distances cordale et géodésique
sont équivalentes.

Exercice 3 : Soit (E, d) un espace métrigueR* - R une fonction croissante telle que :
d(t) =0 t=0 etd(s+ )< d(s) +¢(t) . Montrer quep o d est une distance sur E.
En déduire que In(1 +d) e¥d( 0 <a < 1) sont des distances sur E.

Montrer que d' % et d" = inf(d , 1) sont des distances bornéespilbgiquement équivalentes

a d. En particulier, tout espace métrique est homoéphe & un espace métrique borné.

Exemples et contre-exemples
1) SuKMles trois normes usuelles sont équivalentes, dipmdgiquement équivalentes.
2) SumR, la distance usuelle et la distance discrete nepsas topologiqguement équivalentes.

3) SurR, la distance usuelle et la distance induite pde ce R sont topologiquement équi-
valentes, mais non équivalentes.

4) ldem pour la distance usuelleGlet la distance induite par celle @
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C.6. Théorémes élémentaires de prolongement

Proposition 15 (principe de prolongement des idertés). Si deux applications continué®tg :
(E, d) - (E', d) coincident sur une partie A dense ddIEs sont égales.

Preuve: Soient A une partie de K, un point de E adhérent & A,pjxune suite de points de A
tendants vers x. S|a = g|a, alorsf(xn) = g(x,) pour toutn. A la limite, f(xX) = g(x). Ainsi, f etg
coincident surA.

Ce principe est l'analogue topologique de l'&rd’algebre linéaire (resp. de théorie des
groupes) : si deux applications linéaires (respxdegomomorphismes de groupes) coincident sur
une partie génératrice, elles sont égales. Encladtjjue théorie a le siéh

Applications :

1) Equation de CauchySoitf une fonctiorR — R telle qued(x, y) O R2 f(x +y) =f(x) +f(y).
Sif est continue, elle est de la forfife) = a.x.

Exercice : Montrer que ce résultat reste vraif gist monotone, ou majorée sur un intervalle
d’intérieur non vide, ou intégrable-Riemann sursegment.

2) Que dire d'une fonctioh: | - R continue sur l'intervalle | dR, et telle que

Oy O 1Yy = T oon noyy o (XY )< fFI) 5
2 2 2 2
3) Soit com(A) la comatrice d'une matriceEAMy(K), (K =R ouC). Montrer l'identité :
com(A.B) = com(A).com(B).
Il suffit de vérifier cette identité pour des ma#s inversibles, et de conclure par densité dupgrou
linéaire et continuité des deux membres.

4) Si A et B sont deux matrices carrées d’omli coeff. dan®k ou C, A.B et B.A ont méme
polynébme caractéristique.

Prolongement par continuité:

Il découle de la prop. 15 que si A est une padiégnse de E, ét: A - (E', d) une fonction
continue,f admet_au plusin prolongement continu a (E, d) tout entier. Midie’en admet pas
toujours un. Ainsf : X - 1/x est continue sUR* mais ne se prolonge pas continiment a I'adhérence
R. Toutefois :

Théoreme 16: Soient E et E' deux espaces métriques, A uniepadense de H, une fonction
continue A- E'. Pour que I'on puisse prolongeen une fonction continug: E - E', il faut et il
suffit que, pour tout O E, Iimyqa,yDA fly) = L existe. La fonctiorg est alors unique. C’est le
prolongement par continuité def.

Preuve: L'unicité de g découle de la prop 15. Définissgn E— E' par g(x) = lin)_, x yia f(y).

Si x O A, I'existence de la limite implique que g(x)f&) : g prolongef. Reste a voir que g est
continue.

Soit x 0 E, V' un voisinage de g(x) dans E'; il existe toale ferméeB’' de centre g(x) contenue
dans V'. Il existe un voisinage ouvert V de x d&risl quef(V n A) O B'.

Pour tout YO V, g(y) = lim, _y ;04 f(y) appartient af(V n A) O B =B'OV. cgfd.

Applications: 1) Ce résultat permet de prolonger par conténeit O les fonctions :

sinx 1 _ 1 cox-1 X IN(I+X)  tanX  cotam- 1 etc
1 b 1 X 1 X’ -

X sinx X X expi)-1 X

33 Ainsi, le « principe de continuité » de Ponceletsiste & déduire certaines propriétés géométrimassant
en jeu des tangentes, des droites parallélesjeferopriétés relatives a des cordes ou des ds@tEmtes, par
passage a la limite. Il s’agit au fond d’un raisemant par densité dans I'espace projectif réelomoptexe.
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[ En réalité ces fonctions sont toutes dévelopabieseérie au V(0) ].

2) De méme, les homographies progiey = %j_‘g sont prolongeables par continuitéf‘a en

des homéomorphismes.
Un autre théoreme de prolongement sera vu en D.4.

Exercice : Soih - r, une bijection d&\ surQ n [0, 1]. Montrer qué(x) = z —2-1; est une fonction

N, <X
définie sur [0, 1], bornée, croissante, continu¢oen irrationnel, et discontinue en tout rationnel
Soit B = [0, 1}Q. Montrer que g £ | g est continue ; peut-on la prolonger continlmen{@ul] ?

C.7. Théoréme de prolongement de Tietze-Urysohn

Ce 8 est hors programme. Aussi le présentons-sous forme de problémes. Commengons par
énoncer une propriété de séparation renforcanpba (D1) :

Exercice 1: Soient (E, d) un espace métrique efF K, deux fermés disjoints de E.
i) Montrer qu'il existe deux ouverts disjarity et Uy, contenant resp.jFet k.
i) Montrer qu'il existe une fonction continke: (E, d)- R telle que :
Fi={xOE;h&k =1} et Bb={xUOE;h& =0}
dx,F,)
d(x,F ))+d(x,F,)

[ Indication : On pourra considérigx) = dx, /) — di, F) et h§) = ]

Probleme 2: Théoréme de Tietze-Urysoh$4 :

Soient (E, d) un espace métrique, A un fewrié de E,f une fonction continue A- R (resp.ﬁ).
On se propose de montrer qu’il existe g continue R (resp.R) prolongeant.
On peut méme imposer a g de verifier : gsgfx) = sup, f(x) et inf g(x) = infa f(x).

1) On suppose d’'abofd valeurs dans [1, 2], et I'on considére la famtty : E- R définie par :

gx) =f(x) si xOA ; g(x)=inf{f(y)% ;YOAY} si xOA.

a) Vérifier que g est définie sur E, et prgjef.
b) Démontrer que g est continue sur E ( ésliccessivement les caS A, E-A, et Fr A).

2) Démontrer le théoreme de Tietze-Urysohn.

3) Application(Hewitt) : Démontrer I'équivalence des propriéséssantes :
i) (E, d) est compact ;
i) Toute fonction continue E R est bornée ;
iii) Toute fonction continue E R est bornée et atteint ses bornes.

[ Pour établir iii)= i), considérer une suite{xsans valeur d’adhérence, et utiliser T.U. ]

Probleme 3 : Prolongement des fonctions lipschitzimes.

Soient (E, d) un espace métrique, A une p&tié de E,f une fonctiork-lipschitzienne A- R.
Pour touta O A et tout XU E on posefy(x) =f(a) + k.d(@ x) , puis g(x) =inf {f5(x);alA}.

34 pavel Samuilovitch Urysohn (1898-1924), brillant étudiant de l'université Moscou, fit des travaux
fondamentaux en topologie générale et algébriquaeolrut projeté par une vague sur les rochersata-Bur-
Mer, au cours d’'un voyage avec Alexandroff, I'urs ggemiers autorisés en Allemagne et en Frances dgre
Révolution d’'octobre. Alexandroff développa la tgmpe algébrique, et fit d’autres voyages a Godimglans
les années 20. L’autrichigreinrich Tietze (1880-1964) fit ses études a Vienne, Munich eti@gen, et fut
professeur a Brno, Erlangen et Munich. Il défimitrotion d’espace normal en 1923, dont l'importafute
reconnue a la suite des travaux d'Urysohn.
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Montrer que g est une fonction de E d&iprolongeant, etk-lipschitzienne.

C.8. Valeurs d’adhérence d’une suite, d’'une fonctio.

La notion de valeur d’adhérence d’'une suite ‘omel fonction permet de faire une étude fine des
suites divergentes, et des fonctions n'ayant pdisnite en un point.

C.8.1. Valeurs d’adhérence d'une suite

Définition 9 : Soit (x,) une suite de points de (E, d). On dit gquest unevaleur d'adhérencede
(xp) si elle vérifie 'une des propriétés équivalentes

(VA)  (@e>0) Ong) (h>rg) d(x,a)<e;

(VAI) (OVO0@) {nON;x, 0V }estune partie infinie dil ;

(VA 1II) 1l existe une suite extraite de{xtendant vers.

Remarque 1: On se gardera de confondre les notions de valagthérence d’'une suite, de point
adhérent a I'ensemble des points de la suite, poote d’accumulation de cet ensemble.

IIsuffitdeconsidérerIasuite(% ,1,% ,1,% ,1,% ,1,% y e )

Proposition 17: Soit (x;) une suite de points de (E, d), A 'ensemble devsdeurs d’adhérence.
A=) Adh{Xn, X141, Xn+2, ... } . En particulier, A est fermé.
N

Preuve: Notons |5 = Adh { Xn, Xn+1, Xn+2, --- }-
x 0 ﬂ Fn = On 0Oe>0 [Cp=n d(x, %) <& < xestune valeur d’adherence de la suifg. (x
N

Exercice : Lemme de la fosse a serpéhnts

1) Etablir que, pour que ne soit pas valeur d'adhérence de la suitg, (kfaut et il suffit qu'il
existe une boule ouverte de cerdnge contenant aucun, @ partir d’'un certain rang.

2) Retrouver le fait que I'ensemble A des vadadindhérence de gxest ferme.

3) Soit () une suite numeérique telle qug§ — X, — 0. Montrer que I'ensemble de ses valeurs

d’adhérence est un intervalle Reou deR .

C.8.2. Valeurs d’adhérence d’'une fonction en upoint.

Définition 10 : Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métrigdes E,f: A — E', xO A. On dit que
allE' est unevaleur d’adhérencedef(y) lorsque y tend vers x en restant dans A s'iifigél'une
des propriétés équivalentes suivantes :

(VAI) Pour tout voisinage V de a,est adhérent®A n V) ;

(VAI) Il existe une suite () de points de A tendant vers x, telle quefijrp) = a.

Exercice : Soif(x) = sin%. Quelles sont ses valeurs d’adhérence au voisida@e?

Remarque sif est a valeurs réelles, on définit comme pourlées, les notions suivantes :
. IimsuR,DA' Yo X f(y) plus grande valeur d’adhérencefda V(x) ;
. IiminfyDA, yox f(y) plus petite valeur d’adhérence fdeu V(x).

Ainsi, si | est un intervalle d& et xO Int(l), f: | - R, on peut définir :
- les plus grandes et plus petites valeurs d’adleérdef & droite et a gauche élen x ;

35 Ainsi dénommé par Alain Genestier, qui fut 'unrdes plus brillants éléves, dans une de ses copies.
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- sif est continue en X, les plus grandes et plus petdkeurs d’adhérences ! y>)/:)1;(x) a droite

et & gauche ; ce sont les quatre nombres dériviéaw¥(x) (Du Bois-Reymond, Dini).

Proposition 18: L'ensemble des valeurs d’adhérence tsque x tend verspen restant dans A,
est un fermé de E'".

D. Espaces métrigues complets

« La complétude est capitale. »
Stephen Spender

Contrairement a la droite rationnelle, la droitendunique est « compléte », en ce sens que toute suit
de Cauchy converge. Un espace métrique est ditlebsip posséde cette propriété.

D.1. Suites de Cauchy, espaces complets

Définition 1 : Soit (E, d) un espace métrique. Ungite de Cauchyest une suite () veérifiant :
Ue>0) (hg) (@Up.azng) dOp,Xg)<e

Propriétés générales des suites de Cauchy
1) Toute suite de Cauchy est bornée.
2) Toute suite convergente est une suitealekdy.
3) Soit ()) une suite de Cauchy. Si une suite extraite gegenverge, toute la suite converge.

4) L'image d’'une suite de Cauchy par une fiomc uniformément continue est une suite de
Cauchy.
5) Deux distances équivalentes ont les mé&miéss de Cauchy.

Définition 2 : Un espace métrique (E, d) est clitmplet si toute suite de Cauchy est convergente.
Un espace vectoriel normé complet est aussi agspléce de Banacl#6
Exemples:

1)R est completC aussi, pour leurs distances usuelles.
2)Q n'est pas complet pour la distance induite pdeadR.

3) Tout espace métrique compact est compleEj. En particulierﬁ, etc.
4) Tout espace métrique muni de la distaieeréte est complet. En revanche, le sous-espace de
R, A={1;n0N*, nest pas complet, quoique topologiquement discll résulte de cet exemple
n

gu’un espace métrigue homéomorphe a un espace eonipst pas toujours complet. En d’autres
termes, la notion d’espace complet n'est pas tapgple (mais "uniforme”, cf. Bourbaki, T.G.II).
Voici un autre exemple :

Exercice 1 : Démontrer quix, y) = | Arctanx — Arctany | est une distance sBr topologiquement
équivalente a la distance usuelle, et que la gnijitest de Cauchy pour cette distance. Conclusion ?

Théoréme 1 : critére de Cauchy géométriqugE, d) est complet si et seulement si :
(CG) Pour toute suite gfdécroissante de fermés dont le diamétre tendOyersH, # (1.

36 e termeespace de Banackst d0 & Fréchet, en hommag8tafan Banach(1892-1945) qui fut entre les
deux guerres I'un des chefs de file des mathémediquolonaises. Il développa la théorie des espaas-
riels normés et I'analyse fonctionnelle. Se promméne jour a Varsovie, Laurent Schwartz voulut eedre a
la place Banach. Hélas, I'autobus étaiplet..
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Preuve: Supposons E complet, et montrons (CG). Choiessm point ¥ dans chaqueLa suite
(xn) est de Cauchy : pourquoi ? Elle converge dons uarpointa. Ce pointa est limite de la suite
(Xn)n=m ,» donc adhérent & et ce, pour toun. Donca appartient a 5, donc an Fy,.

Supposons (CG) satisfaite. Soig)(xine suite de Cauchypf= Adh{Xm, Xm+1, Xm+2, ...} €St une
suite décroissante de fermées dont le diamétreviersd0. Par suitey Fy, # [, et est réduite a un
point {a}. Montrer que (x) tend versa.

Autre solution: pasticher la preuve en 3 lemmes de la complétied® (chap. droite numérique, 8§
8), 'axiome (CG) généralisant 'axiome des segrmemhboités.

Application : Soit E un plan euclidien,#A1A5 un triangle de E. On définit la suite {ypar Ay+3
isobarycentre de #A\n+1An+2. Montrer que la suite (f) converge ; quelle est sa limite ?

[ Indication : On peut considérer la suitg dfes plaques triangulairesyAn+1An+2 , Mais on peut

aussi montrer directement que la suitg)(ést de Cauchy, ou que la série de terme géraml,,
est absolument convergente.]

Théoreme 2 : critére de Cauchy fonctionnelSoient (E, d) et (E', d) deux espaces métriques,
ADOE,ad A,f:A - E. SiE est complet, les propriétés suivantes &guivalentes :

i) f(x) a une limite quand x tend vea®n restant dans A ;

i) (De>0) (h>0) O(x,y) O A2 [d(x,a) £netd(y,a) <n]= d(f(x), f(y)) <e.

Preuve: i) = ii) est facile a démontrer, et vrai sans hypotrsigeE’.
Par hypothese, si L est la limite lena,
[(e>0) (n>0) OxOA d(x,a)<n = d'(f(x),L)<¢/2.
Du coup,d(x, y) O A [d(x,a) <netd(y,a) <n]= d(f(x), fy)) =d'(f(x), L) +d'(L,f(y) <e.

i) = i) Soit (%)) une suite de points de A tendant varOn a d(x, @) < n pour n= ng, donc
d'(f(xp), f(Xg)) < €. Donc la suitef(x,)) est de Cauchy. Comme E’ est complet, cette soitwerge.

Si (W) est une autre suite de points de A tendant aeles suite panachéedxyo, X1, V1, ...) tend
aussi vers. Il résulte de ce qui précéde que la suipey), f(yo), f(x1), f(y1), ...) converge dans E’.

Les suites extraite$(ky)) etf(y,)) ont méme limite. Cette limitk ne dépend donc que deetf(x)
a pour limiteA quand x tend verg en restant dans A.

1. .
Exercice 2 : Démontrer que la fonctionKFE Ism%.dt a une limite quand - 0+, et que les
X

fonctions GX) = '[XL

t — [*sint s ST
b sl et HK) = .[O t .dt ont une limite quand - +co. [ Indication : pour la

troisieme, si x& x", intégrer par parties H(x*) H(x') et majorer sa valeur absolue ].

Proposition 3: Soit (E, d) un espace métrique, F un sous-espaée
a) Si F est complet, F est fermé dans E.
b) Si E est complet et si F est fermé dans &tfeomplet.
Ainsi, dans un espace métrique complet, les pactieplétes sont les parties fermées.

Preuve: a) Soit x un point adhérent a F ; il est limifene suite () de points de F. Cette suite
converge dans E, donc est de Cauchy. Comme F egilet) elle converge vers un poiatde F.
Donc x =alF.

b) Soit (34) une suite de Cauchy de points de F. Elle est alecldy dans E complet, donc elle
converge dans E, vers un paintCe point est adhérent a F fermé, donc appadiéntcgfd.
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Exercice 3 : Démontrer que (E, d) est complet seetement si toute suite jxvérifiant
(On) d(Xn, Xn+D < 1/2" est convergente.

Exercice 4 : Soit (E, d) un espadéramétrique Démontrer qu'’il est complet si et seulement steo
suite () vérifiant d(%, Xn+1) — O est convergente.
Application : Soit &,) une suite quelconque d’entiers tels que>0 0<a,<p-1.

n
Démontrer que la suitg,x Zak.pk est une suite de Cauchy da#s ¢,) et dans@, d).
k=0

En déduire que ces deux espaces métriques neaonbmplets.

D.2. Complétion d’'un espace métrigue

\teux-tu me compléter et que je te compléte ?
Edmond Rostand Cyrano de Bergerac

Le théoréme suivant généralise la constructemiMdray-Cantor de la droite numérique a partir de
la droite rationnelle.

Théoréme de Hausdorff: Soit (E, d) un espace métrique. Il existe un espaétrique complet (E,
d) tel que (E, d) soit isométrique a un sous-espaose de (). (E, 8) est unique a isométrie pres.
On l'appelle urcomplétéde (E, d).

Etapes de la preuve

1) Soit C I'ensemble des suites de Cauchy x @¢¢léments de E. Deux éléments de C, x5 (X
ety = (y,) sont dits équivalentsi limy, _, o d(Xp, Yr) = 0. C’est une relation d’équivalen@edans C.

Notons E I'ensemble quotient ®/ et X la classe d’équivalence de la suite X ) (x
2) Soient x = () ety = (y,) sont deux éléments de C.
La suite (d(%, Yn)) est de Cauchy. En effet, en vertu de I'inégalitéquadrilatere (§ A.1)
| d(%p, Yp) = d(Xq Yg) | < d(¥p. Yg) + d0xp, Xg) » qui est apqv.
Du coup, la suite (dgx yp)) converge.
Sa limite ne change pas si I'on remplace x et ydearsuites x’ et y’ qui leur sont équivalentes.
Elle ne dépend que des clas;se‘s;/ de x ety et se noté(;(,;). En effet, si x et x’ ont méme

classe, ainsi que y ety', ¢pyn) < d(xn, Xy) + d(xq’, y) + d(yn’, Y.
A la limite limp d(Xn, Yn) £ limy d(Xy', Yr'), puis échanger les roles.

3) Il est facile de montrer q@eest une distance sur E. (D2) va de soi.
(D1)&(X,y)=0< X =Y.
Le send] est évident ; le sens aussi caB(?( S/) = 0= limp d(Xn, Yn) = 0= (Xn) R (Yn)-
(D3)&(X,2)<8(X,Y) +8(y,2), car dGk z,) < d(Xn V) + Ak, Z), €t passer a la limite.
On plonge E dans E via I'application qua&ssocie la classes)(de la suite constante égale.a
Ce plongement est isométrique, en ce sen((s, j(b)) = d@, b).

4) Montrons que j(E) est dense dans E. Saienh élément de E, X =fXun représentant de.
Montrons que( X, j(xn)) — 0. En effet,5(X, j(xn)) = liMp_. +e d(Xp, Xn)-

Oe>0 [hg Op,n=ng d(%, Xn) <E.

Fixonsn: [Onz=ng Iimpﬁoc d(xp, Xp) < €, donc linmy_ 4o Iimpﬁ00 d(xp, Xy) =0,
i.e. liMp_. 400 8( X, j(Xn)) = O.
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5) (E,d) est complet. Soit%) une suite de Cauchy d’éléments de E. Montronsliguconverge

dans E. Par densité de E dansh)( Ty, 0 E 3%, j(yn) < n+-1

La suite () est de Cauchy dans (E, d).

En effet, d(y, Yg) = 8G(Yp). (Ve) < 8((Yp) Xp ) +8(Xp , Xa ) +8(Xa , I(¥g)
Oe>0[hg Op,g=ng O(Xp,%)<¢€ et % <e. Alors p, & ng= d(yp, Yg) < 3¢

Notons?l la classe de fy, et montrons que_<n - Y/
Eneffet, 8(%,Y)< 8(X, i(yn) +8((yn), ¥) < n%l +8((yr), ¥) » qui tend vers 0.

6) Unicité du complété & isométrie pres

Lemme: Soient (E, d) et (E’, d’) deux espaces métrigeasplets. Ttoute isométrfed’'une partie
dense A de E sur une partie dense A’ de E’ se pgal@n une (unique) isométfiele E sur E’.

Preuve: Cela découle du théoréme de prolongement desidéms uniformément continues, que I'on
verra en D. 4.

Exemples:

1)R est un complété d@ pour la distance usuelle.

2) Sip est un nhombre premier. Les espaces métriqZJespo et Q, dp) ne sont pas complets
pour la distance-adique. Le corps des nombreadiques de Hens&y, est un complété d@ pour
la distancep-adique, et 'annead, des entierg-adiques est un complété @depour la méme
distance (cf. A.3.14. et mon chapitre sur les Naspradiques).

3) Sil=]a, b], I’espacez(_l, R) des fonctions de carré Lebesgue-intégrable esbmplété de
C(l, R) pour la norme de la convergence en moyenne gliguiea
Exercice : Soient (E, d) un espace métriqli¢g, R) I'espace de Banach des fonctions bornées de E
dansR muni de la norme uniforme, atun point de E. Pour toutX E, soit ¢ : y - d(X, y).

Montrer que la fonction j : % dy — dj est une isométrie de E sur une parti€ddE, R) (théoréme
d'Arens-Fells, 1956).

De ce résultat il s’ensuit que la théorie dgmess métriques n’est pas plus générale que adle d
parties d’espaces vectoriels normés.

D.3. Théoréeme de point fixe de Picard-Banach

1. Un métathéoreme?...

Le théoreme de point fixe est 'un des plmpadrtants des mathématiques : il n'est pas exagéré
de parler dexmétathéorémestant sont nombreuses ses applications pratigudseriques. Il fut
d’abord utilisé pour des itérations rationnelleséelles : I'algorithme dit de Héron d’Alexandrie d
calcul approché de la racine carrée, qui remonte lzabyloniens, se rattache a ce résultat.

Cependant, ce n'est qu’a la fin du XIXéme siécle @iuseppe Peano (1888) puis Emile Pigard
eurent l'idée d'utiliser lac méthode des approximations successivdans degspaces fonction-
nels en vue de montrer I'existence de solutions d’équoa différentielles, aux dérivées partielles,
intégrales, etc. Mais leméthode des approximations successiveglevintthéoréme de point fixe

37 Emile Picard (1856 - 1941), gendre de Charles Hermite, fut temps secrétaire perpétuel de '’Académie
des sciences. Il appliqgua en 1890 la méthode dpsodmations successives a I'étude des équatiods in
grales, différentielles et aux dérivées partiejldsa aussi étudié les fonctions de variable caxel Il a adopté
des positions chauvines pendant la guerre de Bdreftisé plus tard de recevoir I'allemand Einstein
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qu'avec Stefan Banach et Renato Cacciogfalans des articles publiés respectivement en 1922 e
1930.

L'importance de ce théoréme ne se résume favariété de ses applications, elle a des motifs
plus philosophiques. De nombreux objets mathémesigueuvent étre caractérisés par des propriétés
qui en font des points fixes de transformationspetivent se construire par la méthode des
approximations successives. De plus, ce théorémmmifoun modéle simple de dynamique stable,

qui peut étre utilisé notamment en physique, chitri@ogie, économie, sociologie, et2.

2. Le théoréme de point fixe

Définition 3 : Soit (E, d) un espace métriqgue. Une application(E, d) - (E, d) est dite
contractante si OkOd]Jo, 1 0O(x, y)DE2 d(f(x), f(y) ) < k.d(x, y).

Une application contractante est donc une appticdipschitzienne de rappdat< 1.

Théoréme de point fixede Picard-Banach: Soient (E, d) un espace métrique compiaine
applicationk-contractante E» E.

i) f admet un unique point fixa

i) toute suite récurrentg Xl E , x,+1 = f(Xx;y) converge vers, de fagon que :

n

k
@n) d(xq,a)sd(xo,xl).ﬁ et d(x,a) <kld(xg, a).

En termes de systémes dynamiques, le @o@dt unpoint attractif debassin d'attractiorE tout
entier, autrement dit upoint d'équilibre stableet toutes les suites récurrentes convergentavars
une vitesse géometrique. On dit qu’on a consteuidite (%) par laméthode des approximations
successives

Preuve: « Unicité du point fixe sif(a) =aetf(b) =b, d@@ b) <kd(@ b)=a=b.

* Existence du point fixe Soit xg 0 E , ¥,+1 =f(Xn). Pourg<p, ona:
d(¥%: Xg) < d(Xp, Xp+1) + dOp+1, Xp+2) + ... + d0g-1, Xg)
" = "k kP
< (K +KP+ L+ K)d(xo, x) = ———— .d(x0, X1) € =—— .d(Xo, X1) (*)
1-k 1-k
n0

Soite > 0. Choisissonsgtel que K .d(Xo, X1) < &. Alors, pourg > p > g, on a d(¥, Xg) <E&.

La suite () est de Cauchy. Comme E est complet, elle conveege un pointa. Commef est
continuea = f(a). En vertu de I'unicité, ce poiratest indépendant de la condition initialg x

n

* Vitesse de convergencke’inégalité d(, a) < d(xo, Xl)-ﬁ se déduit de (*) en fixamt = n et

en faisant tendrg vers I'infini. L'inégalité d(4 , a) < kn.d(xg, @) se montre par récurrence.

Remargue : Importance des hypothéses
i) Si E n’est pas complet, le théoréme est fagpenser d(x) = x/2 dans ]0, 1].

38 e mathématicien napolitalRenato Caccioppoli(1904-1959) fit des travaux remarqués en analgss tes
années 1930, notamment avec P. Schauder. Inteldutililant et complet, ce mélomane et cinéphilertiv
était grand amateur de littérature francaise, diasd’amitié avec André Gide, qui lui rendit visipar deux
fois, et écrivit en 1944 deux belles pages sur llufut emprisonné pour avoir chanté Marseillaise au
restaurant, lors d’une entrevue Mussolini-HitlesnSlestin (il s’est suicidé en 1959) a inspiréilm.f

39 Voire méme en littérature. Si certains écrivaiimseat les phrases simples, le trait pur (StendFalbert,
Julien Green), d’autres utilisent la méthode degr@pmations successives pour exprimer leur pensée,
cerner leur objet au plus prés. Lorsque Marcel strddirginia Woolf ou Nathalie Sarraute cherchemqtedicer
I'implicite des actes ou des discours, leurs pteggegressent en spirale, par retouches et répdtjtvers des
sortes d’idées fixes qu’elles n'atteignent jamais.
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ii) Si f n’est pas contractante, mais vérifie la condiptus faible df(x), f(y)) < d(x, y) pour £ y, f
n'a pas toujours de point fixe. Pensdf(@ = +/x>+1dansR.

Résultats complémentairegon suppose toujours (E, d) complet) :

1) Théoréme de point fixe étendu aux itérésSif: (E, d) - (E, d) telle qu'unétérée p-emdP =f
ofo..of (pfois) soitk-contractante, pour up= 1, alorsf a encore un unique point fixe et
toute suite récurrentgyXd E , xy41 = f(x) tend versa

Preuve: Le théoréme de Picard-Banach s’appliqdfi® aqui posséde un unique point fiae
Comme f P(f(a)) = f(f P(a)) =f(a), l'unicité dea implique f(a) =a.

De plusf(x) = x= fP(x) = x= x =a; a est donc l'unique point fixe de

Soit xg 0 E , %+1 = f(xn). Chacune des suitesgf4r)q converge vera. La panachée (x de cesp
suites tend aussi veasa une vitesse géométrique que I'on pourra précise

2) Theoreme de point fixe avec parametre Soient/A un espace métriquefy J)jpune famille de
fonctions E— E indexée paf\. On suppose :

i) Il existek O ]O, 1[ tel que pour tout O A, f), soitk-contractante.

ii) Pour tout XJ E,A - f)(x) est continué\ - E.
Alors, pour chaqua, fj a un unique point fixa(A) et 'applicationA — a(A) est continue.

Preuve: En vertu du théoréme de Picard-Bandgla un unique point fixa(A).
da(u), aA)) = df,(alw), fa(ar)) < dp@y), fa(alw)) + dx(@w). f(@a@)))
< dfp(a(w), f(aw)) +k.d@(u), a(w))
d'ot (1-K).d@(w), a(d)) < d(f,(au)), fr(@lw))).
Quand\ - , fy(a(k)) - fi(a(w)) en vertu de i), dona(d) - a(u).

3. Applications du théoréme du point fixe

1) Analyse numérigue

0 Résolution approchée d'équations g(x) = 0 dansu dans un espace norme, apres les avoir
ramenées de maniere convenable a la form&x)=C’est toujours possible :
g(X) =0 x=x+g(x)=f(x) ouencore g(x)=0- x=x+.gXx)=f(X) (pourAz0).
0 Résolution approchée de systemes g(x, y) = 0yhi&x,0 danst. Mémes idées.

[0 Reésolution approchée de systémes linéaires Ax apbgs les avoir ramenés de maniéere
convenable a la forme x = Bx + ¢, avec B contraetar. ||| B ||| < 1.

Par exemple Ax=h- x=(I-A)Xx+b,o0uAx=b= x=(1-D.A).x+D.b (D O Gly(K))

Lorsque A est diagonalement dominartte symétrique réelle définie positjiven peut toujours
choisir D diagonale de maniére que B=D.A soit contractante.

» Dans le premier cas, il suffit de poser D = diég( ’a%)'
1 n

On vérifera que B =+ D.A est contractante pour la norme |[}x ||
« Dans le second cas, il suffit de prendre B2.1, avec\ > A1, plus grande valeur propre de A.
On vérifiera que B =+ D.A est contractante pour la norme |px ||

2)_Equations fonctionnelles, intégrales eifférentielles.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz peut se démopte une méthode de point fixe, en vertu de
I'équivalence des propriétés suivantes :
I) y est solution de I'équation différentielle=yf(x, y) telle que y(¥) = Yo ;

ii) y est continue et telle quelX) y(x) =yp + J:) f(t,y(t).dt .

48



y est donc point fixe de la transformation imédg qui a associe T§)(x) = yg +J'x f(t,@(t).dt, et
%

sous les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipstdsttérees de la fonction constangepar T
convergent uniformément vers y dans un « tonneaéderité » convenable entourang (¥p). De
méme, de nombreuses équations intégrales (VoltEremlholm, etc.) relévent de la méthode des
approximations successives.

3)_ Théoremes d'inversion locale et des fomahs implicites.

4) Géométrie fractale Les courbes de Peano et de nhombreuses courlotasldsaobéissent a
des principes d’autoreproduction qui en font destgofixes (cf. partie H sur la distance de
Hausdorff). Il en est de méme de certaines dynagsigymboliques (cf. pb ci-dessous).

Exercice 1: Résoudre les équations tan x dans]| g 3777[ , COSX =X, x.expx = 1.

Exercice 2 Résoudre les systemes d’équations :

X==cos(x+y),y=1 +£llth(x— y) ; Xx==sin(x+y),y=1 +2arctan(x— y).

4 4 3
Exercice 3 1) Montrer que le systeme d’équations %sin(x +v),y =§cos(x— y) admet une
solution unique. La calculer a_fOprés.
2) Montrer que pour tout réel t, le systéeme %sin(x +y)+t-1,y= %cos(x— y) -t +%

admet une solution unique (x(t), y(t)), fonctiommtinues de t.

Exercice 4: Soit ABC un triangle du plan euclidien. Montagr'il existe un unique triangle inscrit
PQR (P sur la droite BC, Q sur la droite CA, R lsudroite AB) tel que RPI BC, PQU CA et QR
O AB.

Exercice 5. Soit (my, Mg) O R2. Etudier les suites (ghet (M) définies par :
_ l 1 _ l 1.
My+1= > J'Omaxé(,nh).dx et Mm41= > J'Omm(x,Mn).dx.

Exercice 6 : équation de Kepler

1) Pour tout couplea( t) 0 [-1, 1]xR, montrer que I'’équation x a.sin X =t a une unique
solution. On la note x( t).

2) Montrer que la fonctioraft) — X(a, t) est continue, d’abord suf], 1[XR, puis sur 1, 1]xR.
[ Indication : ce dernier point utilise un argumdetompacitévu ci-apres. ]

Exercice 7 : éguation intégrale de Fredholm

Soient K : [a, bﬁ - R etf: [a, b] » R des fonctions continues données. Montrer que Pdur
assez petit a préciser, il existe une unique fonatbntinue) : [a, b] —» R vérifiant :

OxOfa, b] ®()-A j:K(x,t).¢(t).dt =(x).

Exercice 8 : Equations fonctionnelles

Soient (E, d) un espace métriqgue complet, g ppécation contractante E E.
Trouver toutes les fonctions continues g ~EE telles que [(x [0 E) f(x) =f(g(x)).
Application : Trouver les fonctions continuesR - R telle que [0x) f(x) =f(a.x +b), |Ja| < 1.

Exercice 9: Soient (E, d) un espace métrique comglet,g deux applications contractantes-EE
de rapports k et k' respectifs. On les supgegsches en ce sens qué(x), g(x)) <e (Ox O E) .

Montrer que leurs points fixes respectfstb vérifient : d@, b) < T—maxkK) "
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Exercice 10 : un résultat de stabilité
Soient (E, d) un espace métriqgue complg), {ne suite d’applicationslipschitziennes E- E (k <
1), tendant simplement vefrsur E. On définit la suite : X0 E , Y+1=fa(Xn) -

Montrer qu’elle converge vers le point figedef. [ Indication : on sera amené a établir que si une

n
suite () tend vers 0, il en est de méme de la SEkp.dn—p ]
p=0

Exercice 11 : dilatations
Soit (E, d) un espace métrique comdletz — E une application continue surjective telle que :
Ok>1 0O, y)OEXE xzy = df(x), f(y)) = kd(x, y).
Montrer quef admet un unigue point fixe.
Comment se fait-il alors gife R" - R" définie parf(x) = 2x + 1 n’ait pas de point fixe ?

Exercice 12 : un théoréeme de point fixe
Soient E un espace norme, K un convexe compakt,—» K une application vérifiant :
dx, y) O K? [1f(x) = f(y) [|= || X=y || Montrer qué posséde au moins un point fixe.

[ Indication : fixer wil K, et considéref;, définie sur K parfy(x) =( 1 - %) f(x) + VFV ]

Exercice 13 1) Soient (E, d) un espace métrique compleE - E une fonction telle que :
Ok D]0, Y[ O(x, y) O ExE di(x), f(y)) < k.[d(f(x), x) + d(y), V)].
Montrer que, sf satisfait cette hypothése, elle admet un poir €irique.
2) Soienf etg : E — E deux fonctions telles que :
Ok D0, ¥2[ O(x, y) O ExE di(x), a(y)) < k.[d(f(x), x) + d@(y). y)].
Montrer quef etg admettent un point fixe unique, et que ce poiw feur est commun.
Exercice 14 : un critere d’homéomorphisme

Soient E un espace vectoriel normé compldt; Et—» E une application contractante.
Montrer que g : x> X +f(x) est un homéomorphisme.

Probléme 15 : algorithme de gradient a pas constant
Soit E un espace euclidien, A un endomorphiséfimidoositif, HIE.

On se propose de minimiser J(x)é]=(Ax | X) + (b | x) dans le convexe fermé U de E.

1) Montrer que J est°C; gradient, hessienne ?
Montrer que J est strictement convexe etabos i.e. Iim”X”_, +oo J(X) = oo,
2) Montrer que J atteint son minimum en un pamgueg O U.
3) On considére l'algorithme suivant, & 0 : O U, %41 = P(% — p.(AXk— b)),
ou P est la projection convexe sur U. Montrer quar 0 <p < pg, ou pg est une valeur-seuil a
déterminer, la suite (¥ converge verg.

Probleme 16 Bynamiques symboligues

Soit E = {0, 1N I'ensemble des suites u =nfH>0 a €léments dans {0, 1}. Pour (u, N)EZ, on
note k(u, v) = min{n ; un Z Vn } Si U # v et k(u, v) = +eo sinon, et d(u, v) =ZX(U.V),

1) Montrer que (E, d) est un espadeamétrique(c’est-a-dire vérifiant (D1), (D2) et d(u, v
max(d(u, v), d(v, w)). Décrire les boules et spbate centra@, les suites convergentes.

2) Démontrer que (E, d) est complet (et mémepamt).
3) Mot de Fibonacci

a) Soitd : E - E l'application qui, a une suite u =yji>g, associe la suite obtenue en rempla-
cant 1 par O et O par 01. Ainsiu = (1, 0, 0, 10,11, ...) deviento(u) = (0,0, 1,0,1,0,0,0, 1,0, ...).
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b) Montrer quél(u, v)DE2 d(P(u),P(v)) < w ® est-elle injective ? quelle est son image?
¢) Montrer qu’il existe une unique suitéelle quea = ®(a) (mot infini de Fibonacci). Indiquer
comment I'obtenir.
4) Suite du dragorbans cette question, les suites sont indexéeN*par
a) On considere la suite s = (0, 1, 0, 11,Q,.). A toute suite u = Q,>1, On associe la suite
panachéev=Eu=0,u,1, v, 0, K, 1, U, ... ). Que dire de 'opératet: u - sllu ?
b) Montrer qu’il existe une unique suite (a,)1>1 telle quea = A(a) ; calculer g, et 3.
c¢) Soiff : {0, 1} - {0, 1} I'application échangeant O et 1.
Montrer que A= fm(O) sin=2 (2m + 1). En déduire quena& 0 sile 1 le plus a droite de la
décomposition binaire deest précédé d'un O, & 1 sinon. Vérification aveciaet a3.
5) Suite de KovalovskDans cette question, les suites sont indexéeblpat a valeurs dans {1,

2}. A toute suite u = (§n=1, ON associe la suite v = Ku obtenue en remplatamar 12, 12 par
122, 21 par 112 et 22 par 1122. Propriétés deapéar K ? Convergence vers le point fixe.

Exercice 17 : généralisation du théoréme de PiBathch

Soient (E, d) un espace métrique comglet - E une application telle que, pour tdxufk Soit ¢-
lipschitzienne, aveciqk < +oo. Montrer quef admet un unique point fixa, et que toute suite
k=1
récurrente ¥ E , %+1 = f(Xn) converge vers, de facon que :
() d0n = d0o. w30 et dls,a)<amd0o, 2

N-B : Cet énoncé est bien adapté aux équationérdiffielles et intégrales (de Volterra par ex.).

D.4. Prolongement des applications uniformément cdimues.

Théoréme 8: Soient (E, d) un espace métrique, A une partieEd (E', d') un espace métrique
complet Toute application uniformément continide A dans E' se prolonge de maniére unique en

une application continug: A - E'. De plugy est uniformément continue.

Preuve: Supposons le probléme résolu. Si g existe, foirt x de A est limite d’une suite @ de
points de A, et g(x) = lim g@ = lim f(x,). Voila pour I'unicité de g !
Par hypothése, g >0) (o >0) O(u,v)OAxA d(u,v)sa = d'(f(u),f(v)) <e.

* Soit XDZ, et (%) une suite de points de A tendant vers x.
Ona:[hy Op, g=np d(X%p, Xg) < a. Du coup, d'f(xp), f(xq) ) <e.
La suite {(xp)) est de Cauchy. Comme E’ est complet, elle cagevelans E'.

* La limite de cette suite estdépendantele la suite(x,) choisig car, si (y) est une autre suite de
points de A tendant vers X, la suite panachég @, X1, y1, ...) tend aussi vers x. Il résulte de ce

qui précede que la suitd(ko), f(yo), f(x1), f(y1), ...) converge dans E'. Les suites extraif€s,)) et
(f(yn)) ont méme limite. Cette limite ne dépend donc de& : notons-lg(x).

* g prolongef, car si xd A, il N’y a qu’a considérer la suite constantelégax.

» Montrons quey est uniformément continue. Soit (x,@)ﬁxﬁ tel que d(x, yx a/3.
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Si (%n) et () sont des suites de points de tend vers x et y resp., il est sOr quedfs) < a a

partir d'un certain rang. Par suite f(k(), f(yn)) < €. Faisant tendra vers l'infini, d’(g(x), g(y)) < €.
Cqfd.

Remarques
1) On peut aussi déduire ce théoréme du théodénpeolongement par continuité (8 C.6.)

2) Sous les mémes hypothese$ esit de plug-lispchitzienneg est aussk-lipschitzienne.
Applications :

1) Soitf une application uniformément continue | = ]Ja,-b[R, ou | est un intervalle ouvert borné
deR. Alors f a des limites en a+ etb

Cet argument est utile dans I'étude d’équatidifférentielles obéissant au théoreme de Cauchy-
Lipschitz. Ainsi, sif(x, y) est une fonction continue en (X, y), locadgmlipschitzienne en y et
bornée: R™ - R, I'équation différentielle y' (X, y) a ses solutions définies shr En effet, si
I'intervalle maximal | = (a, b) correspondant awmnditions initiales (y, yg) était majore, alors,
y'(x) étant bornée, y(x) serait lispchitzienne, damiformément continue, donc y(x) aurait une
limite B en b-, et en réappliquant le théoréme de Cauchy-Lipsdhit couple (bf), on pourrait
prolonger y(x) a gauche de b, contredisant la makiénde b. Idem en a.

.....

3) Le théoréme s’applique aussi dans le cadsabdes théories élémentaires de I'intégration
Soient | = [a, b] un segment, E I'espace de Baraett(l, R) des fonctions bornées sur | muni de
la norme uniforme, A = Esc(R) le sous-espace vectoriel des fonctions en essali@pplication

b
u:¢ O0Esc(L,R) - J. @(x).dx est une forme linéaire continue, donc uniforméncentinue.
a

En vertu du théoreme ci-dessus, elle se prolongaaitgere unique a I'adhérence de EsRjldans
A(l, R), c’est-a-dire a I'espace des fonctiorglées en une forme linéaire continue, appelée encore
I'intégrale des fonctions réglées (ou intégraleCadeichy-Dini).

D.5. Théoreme d’Osgood-Baire

Le théoréme suivant permet d’étudier les propriggpslogiques fines des espaces complets.

Théoreme d’Osgood-Baire* (1899) : Soit (E, d) un espace métrique complet.
i) L'intersection d’une suite (}) d'ouverts denses de E est une partie dense de E.
ii) La réunion d’une suite (ff de fermés d’intérieur vide de E est d'intérieittev

Preuve: SoitQ un ouvert non vide de E. Il s’agit de montrer Qe (n U,) #0 .
L'idée est de construire par récurrence une sBite ¢’ ouvertsz [ vérifiant :
Bp=Q , Bn O0Bp-1 N Up—1 , etdiamB. | O; puis de considéren B .

Bg N Up est non vide, comme intersection d’'un ouvert niole \avec une partie dense, et c’est un
ouvert, comme intersection de deux ouverts.

Siaest un point de Bn Uy, il existe une boule ouverte &(r) incluse dans $n Uy .
Notons B = B(a, min(r, 1)/2). AlorsB, 0By n Ug, et diamB, <1.

40 | "américain William Fogg Osgood (1864-1943) joua un rdle important dans le dévedopent de la
recherche mathématique aux USA. Il termina seseétadGoéttingen, et fut spécialiste de théorie destions.
Le francaisRené Baire (1874-1932) étudia les fonctions discontinues fimms semi-continues supérieu-
rement et inférieurement) et les classifia selam EBmplexité croissante : fonctions de classe, B, 2tc. Le
théoréme de Baire fut démontré indépendamment pgo@ pourR en 1898, et par Baire pour I8 en
1899. Atteint de neurasthénie, Baire abandonnagesment et recherche a partir de 1910. Il est ddesile
de Chambéry.
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On construit de mémeBa I'aide de B_4, en imposant diamB< 1/n.

En vertu du critere de Cauchy géométrique (8 &1, est un singletond}.
Onaa OBp=Qeta U n U,, donc esn U, dense.

A l'origine, ce théoréme a servi a étudier lesppiétés topologiques désnctions de Bairgi.e.
des fonctiond : E — R qui sont limites simples de suitdg)(de fonctions continues. On sait que de
telles fonctions ne sont pas toujours continuesiggea % sur [0, 1]), mais elles ne sont pas
quelconques : par exemple, si E est complet, |iabge des points de continuité tlest dense (cf.
chap sur la convergence simple et uniforme, 8§ 3.3).

Voici d’autres applications du théoréme de Bajtéon montrera en exercice :

1) Un espace métrique complet sans pointégsest non dénombrable.

On retrouve ainsi que, pour la distance usu&lganneau des nombres décimawQ),E, A, K
(corps des nombres rationnels, resp. des réeldrootisles a la regle et au compas, resp. des réels
algébriques, resp. des réels calculables) ne sent@mplets.

2)Q est unggy , mais pas ug, deR.
[ Ind. : siR-Q était undg , il serait réunion d’une suite de fermes sangigé, etR aussi : or c’est

impossible ]. On peut montrer par ce moyen agen’est pas une fonction de Baire (mais est limite
simple d’'une suite de fonctions de Baire, cf chapsur la convergence simple et uniforme, § 3.3).

3) UnK-espace vectoriel normé de dim. finie n'est pasia@ud’une suite d’hyperplans.

4) Aucune norme st[X] ne peut faire dé&K[X] un espace complet.
[Ind. : Si N est une norme sKIX], les K,[X] sont une suite de fermés sans point intérieur].

5) Il existe une fonction continfie[a, b] - R qui n’est dérivable en aucun point.

Ce résultat peut étre établi de deux maniéses, en exhibant de telles fonctions (Bolzano,
Weierstrass, Peano, Takagi et van der Waerder)esanontrant que de telles fonctions existent,
par I'absurde et a I'aide du théoreme de Baire 8han1931). De la méme fagon, on peut montrer

I'existence de nombres réels transcendants, so@neexhibant uny, 1/10", e ou T, par exemple
(Liouville, Hermite, Lindemann), soit en observawec Cantor (1874) que les nombres algébriques
forment un ensemble dénombrable dRrgui ne I'est pas (cf chap. Convergence, pb. 2).

6) Théorémes de Banach-Steinhaus et d'inmeide Banach (chap. Espaces vectoriels normés).

7) Théoréme de Blumberg (1922) :fSist une fonction quelcongl® - R, elle peut n’étre
continue en aucun point, mais il existe un sousmiée dense D dR telle que la restriction dea
D soit dense#!

Exercice ; Lemme de CrofSoitf une fonction d® " dansR vérifiant :
x>0) lim_of(nX)=0.
1) On supposkuniformément continue. Montrer que Jim f(xX) = 0 .
2) On supposkcontinue. Montrer que la méme conclusion demeure.
[ Considérer les ensembleg(& = { x;Op=n |f(pX) |[<€}. ]

41 Cce théoreme est démontré par B. Randé, qui r@&aire (RMS, janvier 2006).
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E. Espaces métriques compacts

« Il contemple étonné, comme enivré d'un philtre,
L'adhérence, un manteau qu'il n'a jasr@mpris,
Que Vét, sur un compact, immobile,IlETRE. »

Pierre Samuel

Apres les espaces complets, les espaces métriqugsacts constituent une autre catégorie impor-

tante d’espaces métriques. Les espaces compagisidesimples sont les segments [a, bRdet les

pavés [[a.h] deR". Grosso modo, un espace est compact lorsqu'ikgsesque fini ». Ces
i<

espaces obéissent a un principe de « passage auaocglobal ». Par exemple, toute fonction

continue est localement bornée ; sur un espaceadgile est donc (globalement) bornée.

E.1. Espaces métriques compacts

Théoréme et définition 1: Soit (E, d) un espace métrique. Les trois p&ips suivantes sont équi-
valentes :

(BL) Axiome de Borel-Lebesgué : de tout recouvrement ouvert;jlg; de E on peut extraire un
sous-recouvrement fini ()73, J partie finie de | ;

(BW) Axiome de Bolzano-Weierstrassle toute suite de points de E on peut extraie sous-
suite convergente (dans E) ;

(PC)_E est complet précompacten ce sens que, pour taut 0 il existe dans E ugrréseaufini,
c’est-a-dire une famille finie gx xo, ..., %)) telle que E =U B'(x; , €).43

L'espace (E, d) est alors dibmpact 44

Démonstration Il est conseillé d’étudier les deux premiéresplioations. Les autres, plus
techniques, sont réservées a une seconde lecture.

(BL) = (BW). Soit () une suite de points de E, A 'ensemble de semuvald’adhérence.
On se propose de montrer que A est non vide.

Lemme: A=n F,, ou k= Adh { Xn, Xn+1, Xn+2s --- }-

A est donc intersection d’'une suite décroissdetéermés. Si A était vide, les,8 E - F, seraient
une suite croissante d'ouverts de réunion E. Deceuvrement ouvert on pourrait extraire un sous-
recouvrement fini, ce qui signifie que I'un deg &krait égal a E ; mais alors |g €orrespondant
serait vide. Or fn’est jamais vide.

(BW) = (PC). Soit (%) une suite de Cauchy de points de E. En vertuBié) (on peut en extraire
une suite convergente. On sait qu’alors toute ilz sonverge (8§ C. 1).

42 Emile Borel (1871-1956), spécialiste de théorie des fonctarsrobabiliste, ami de Painlevé et de Valéry,
fut député de I'Aveyron et ministre de la Marimdenri Lebesgue(1875-1941) fonda la théorie moderne de
l'intégration.

43 « Si, en tout point d'un ensemble B qui esewéseau pour un ensemble M, on allume une lamperéot
une boule de rayos, alors tout I'ensemble M sera éclaisg(L. Lusternik) Au fond, un espace précompact est
un espace-presque fini.

44 | e motcompactfut introduit en 1906 pavlaurice Fréchet, en ces termes« Nous dirons qu'un ensemble
estcompactiorsqu'il ne comprend qu'un nombre fini d'élémentdorsque toute infinité de ses éléments donne
lieu & au moins un élement limitelnterrogé a la fin de sa longue vie sur l'invemtite ce terme, il déclarac:
J'ai voulu sans doute éviter qu'on puisse appedengact un noyau solide dense qui n'est agrémereélgu

fil allant jusqu'a l'infini. C'est une suppositi@ar j'ai complétement oublié les raisons de monixche. Voila

qui est limpide !
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Si E n’était pas précompact, il existerait O tel qu’il n’existe pas de-réseau fini. On pourrait
alors construire par récurrence une suitg {@lle quem < n = d(xm, Xn) > €. De cette suite, on ne
peut manifestement extraire aucune sous-suite cgent !

(PC)= (BL) est long et pénible, et se montre par absusdé () un recouvrement ouvert de E
dont on ne puisse extraire aucun sous-recouvrefinerita précompacité entraine le :
Lemme: Pour toute > 0, il y a une boule ouverte &(¢) qui n'est

recouverte par aucune sous-famille finie dedt) pour tout’ > 0, il y a
une boule ouverte B( €') rencontrant B4, €) et possédant la mém

propriété.

Par applications répétées de ce lemme, on ciingtre suite
Bn = B(an, 1/2”) de boules ouvertes, telle qug Bencontre B-q, et
gu’aucune ne soit recouverte par un nombre filde

La suite &) est de Cauchy, donc converge vers un paite pointa
appartient a un ouvert;) Cet ouvert contient une boule ouverte contemargui contient elle-

méme les B a partir d’'un certain rang. Mais alors, ces bolgsont recouvertes par un nombre
fini (et en réalité un seul) des.ldqfd.

Proposition 1 : Soit (E, d) un espace compact. Si une suit) @dmet une unique valeur
d’adhérence, alors elle converge veas

Preuve: Dire que (%) ne tend pas vems signifie qu’il existe ure > 0 et une suite extraite,{m)
telles que [K) d(xn(k), a) > €. De cette suite on pourrait extraire une suiteveoyente (ﬁ(k(p))) -

b, avec dg, b) = €. La suite (x) aurait donc au moins deux valeurs d'adhérencéd.Cq

Proposition 2: Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métrigiiame partie de E,qgwun point de E
adhérent a Af une fonction A- E'. On suppose E' compact. Ald¢s) admet au moins une valeur
d’adhérence quand % Xg. Si cette valeur d’adhérence est unid@e,tend vers elle.

Cette proposition étend aux fonctions la prdpride (BW), ainsi que la prop. 1. On peut

démontrer des convergences de suites, des co@sndi fonctions a valeurs dans un espace
compact, en utilisant I'unicité des valeurs d’adim&e.

Proposition 3 : Soit (E, d) un espace métrique. E est finiE est compact et topologiquement
discret.

Preuve = est facile. Si E est fini, de toute suite d’élétsede E on peut extraire une suite
constante : Bolzano-Weierstrass découle ici ducjpendes tiroirs. Enfin, tout point est isolé, donc
ouvert.

Réciproquement, soit E compact et topologiquemesdret. Si E était infini, il existerait une

injectionn - X, deN dans E. De cette suite on pourrait extraire urie sonvergente ), donc
stationnaire, contredisant I'injectivité de- Xy .

Proposition 4: Le produit de deux espaces compacts est compact.
Preuve: Soient E et F deux métriques compactg, Y% une suite de points dexE.

La suite (x) admet une sous-suiten()) convergente. La suite {y)) admet une sous-suite

(Yn(k(p)) convergente. Du coup, la suite,@p)y Yn(k(p))) €St convergente. Cqfd.
Extension immédiate a un produit fini d’espaces gacts.

Exercice 1 : Montrer par différentes méthodes Bu¢0, 1[, 10, 1], munis de la distance usuelle, ne
sont pas compacts.

Exercice 2 : Montrer qu'un espace métrique homéphmia un espace compact est compact.
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La compacité est donc une notimpologique

Exercice 3 : (théoreme du graphe fermé) So(E, d) - (E', d'), ou E' est compact.
Montrer quef est continue= son graphe est une partie fermée dete

Exercice 4 : Montrer que I'application (O, T) O(n, R)xT,(n, R) - O.T O GI(n, R) qui a une
matrice orthogonale et une matrice triangulaireésigpre a coefficients diagonaux > 0 associe leur
produit est un homéomorphisme (et méme une bijedti@ationnelle).

Exercice 5 : Montrer qu’un espace compact (E, d)etdune partie dénombrable dense.

[ Indication : pour touh, considérer un%-réseau fini R, puis D =01 F].

Exercice 6 : Soit (E, d) un espace compact. Morgug, pour tout recouvrement ouvert)d, de
E, il existe un réett > 0 tel que toute boule ouverte de rayogroit incluse dans au moins I'un des
Uj (o est appel@ombre de Lebesguki recouvrement). En déduire une preuve de (B¥\(BL).

Exercice 7 . Bornes de Blanguén considere une salle de classe de 6 métramded metres de
large et 2,5 métres de hauteur. Majorer le nomigiéwks que I'on peut placer dans cette salle. Que
devient cette majoration si on peut disposer lésed a différentes hauteurs ? [Indications : Les
résultats ne sont pas les mémes selon qu’'on se plamnt, ou aprés le 11 mai 2020. Attention, les
éléves ne sont pas des points d’'un espace métiigjoat un volume !]

E.2. Ensembles compacts dans un espace métrique

Définition 2 : Une partie A de I'espace métrique (E, d) est ciimpactesi le sous-espace métrique
A de E est compact.
Caractérisations

O De tout recouvrement de A par des ouverts gdenpeut extraire un sous-recouvrement fini.

O De tout recouvrement de A par des ouverts denEpeut extraire un sous-recouvrement fini.

O De toute suite de points de A on peut extrairesuite convergeartans A

[0 A est complete et préecompacte, en ce sens quetq@ae > 0, il existe une famille finie ¢x
X2, ..., %) de points de Aelle que A L1 B'(x; , €).

[0 A est compléete, et telle que, pour taut 0O, il existe une famille finie gy yo, ..., ) de points
de Etelle que AO [ B'(y; , €).

Exercice 1 : Démontrer avec soin I'équivalence @gpropriétés.

Il en résulte que toute partie A est « compactsodi», autrement dit que silAF O E , alors
A compacte dans F= A compacte dans E.
La situation des compacts est donc plus simplecglie des fermés ou des ouverts.
Théoréme 5: a) Toute partie compacte est fermée bornée.
b) La réciproque est fausse en générale : ainsgspace métrique discret infini est fermé borné,

mais non compact. Mais elle est vraie dans deuixngagrtants :

i) Si E est lui-méme compact (les partiespactes de E sont les parties fermées) ;

i) Si E =R ou est I'un de& " muni de I'une des trois normes usuelles.
Preuve: a) Soit K un compact de E.
» K est fermé. Soit en effet {kune suite de points de K convergeant eedans E..
Il existe une suite extraite {y)) tendant vers un poimt[ K. Donca = b, eta [ K.
» K est borné. Sans quoi, pour tout pairt E, et tout entien , il existerait () tel que d(x, @) = n.
De la suite (x) on pourrait extraire une suiten(¥) tendant vers un point(b K.
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Mais d( k), @) = n(k) donnerait a la limite d(a) = +o0. 45

b) Soit (E, d) un espace compact, A une padi& ¢ montrons que A compacte A fermée.
(inutile de rajouter bornée, car E est déja boribésens= vient d’étre vu. Montron§! .
Soit A fermée, (%) une suite de points de A. Comme E est compa&txiite une suite extraite

(Xn(k)) tendant vera dans E. Ce poirg appartient 3A = A. Donc A est compact.

c) Soit A un fermé borné de. Toute suite () de points de A est bornée, donc, en vertu du
théoreme de Bolzano-Weierstrass relatif a la druiteérique, admet une sous-suitg{) conver-
gente. La limite de cette suite appartien@ét A. Donc A est compact.

Soit A un fermé borné d§2, A [ [a, b¥[c, d]. Soit (4, Yn) une suite de points de A.
La suite () est bornée, donc admet une sous-sujig)fxconvergente.

La suite (k) est bornée, donc admet une sous-suiigfy) convergente.

Du coup, la suite Gik(p)» Yn(k(p))) €St convergente. Sa limite appartien@éz A. cqfd.

. , , n s . .
Si A est un fermé borné d€ , sa compacité se montre comme ci-dessus, au nugrtractions
emboitées.

Corollaire : Les espaceEE et C sont compacts.
Il sont en effet isométriques, donc homéomorphegsafermés bornés & resp. deRz.

Exercice 2 : 1) Soient gx et (y,) deux suites de réels$[0, 1] telles que (xyn) — 1. Démontrer que
(Xn) et (y) tendent vers 1.

2) Soient D ={Z1C; |zl 1}, (Xn) et () deux suites de points de D telles qugy® - 1.
Démontrer que les suitesypet () tendent vers 1.

Remarque : comment démontrer qu’'un ensemble A esbepact ?

1° Si A est inclus dans un espdcB muni de I'une des normes usuelles (ou plus géadeht
dans un evn de dim finie, cf. chap. sur les evrsyffit de montrer que A est fermé borné.

2° Sinon, montrer que A est un fermé d’un esgacepact.

3° Si ces méthodes échouent, revenir a I'unecthep caractérisations ci-dessus, en commencant
par (BW), mais celle-ci n’est pas toujours la pimple : penser aussi a (PC).
Exemple 1: Soit (E, d) un espace métrique,,)0une suite de points de E tendant vars
Démontrons que A = {x; nON} O {&} est une partie compacte de E.

Preuve: ¢ Ici, la preuve la plus simple utilise Borel-Lebesg
En effet, soit () un recouvrement de A par des ouverts da &ppartient a un jg, lequel contient

tous les ¥ a partir d'un certain rang. Il ne reste plus quhombre fini de x & recouvrir. D’ou
I'existence d’'un sous-recouvrement fini de A.

» Démontrer la compacité de A par (BW) est plus edglicat !... Essayons tout de méme !
Soit () une suite de points de A. Si une infinité gesont égaux a, il y a une suite extraite de
(uy) constante, donc convergente dans A. Sinon, tesisyl appartiennent a { a partir d’'un
certain rang : écrivons-leg & X,(). Mais attention ! les indices n(0), n(1), n(2), n‘ont aucune
raison d'étre croissants, dong() n’est pas une suite extraite d@)(x

45 Dans un espace métrique, les éléments sont aista@ak finie les uns des autres. Il n’en est gaméme
dans la vie.
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Si la suite (n(k)) est bornée, elle contient unesssuite constante, donc il y a une suite extidéte
(uy) qui est constante et égale a I'un dgsSinon, on peut extraire de la suite (n(k)) ungsssuite
strictement croissante. Et alors il existe uneesentraite de (¥ qui tend vers.

Exercice 3 : Démontrer que A est précompact et ¢etmp

Exercice 4 : Soient E et E' deux espaces métrique& — E’ une fonction continue, telle que
I'image réciproque pdrde tout compact de E’ est un compact de E.

1) Montrer que, pour tout fermé F def@E) est un fermé de E'.

2) Montrer que les polynémes non constantR de C vérifient cette propriété.

Exemple 2: Le cube de Hilbert. Soit E = [0, 1T' 'ensemble des suites a éléments dans [0, 1].

_y ‘
est une distance sur

Montrer que 'application qui a x = gxety = (y

E. Caractériser la convergence des suites dansfgyrerer que (E, d) est compact.

Preuve: La premiere affirmation est laissée en exerdidentrons que la suitePxe (x?) de points
de E converge ves= (ay) quandp — +oo sSi : On) limp_ 400 XP = an.
Si (xp) tend versa, pour toutn, ona: kf—an|< 2n.d(xp ,a) - 0.

Au fond, pour chaquam, I'application p, : X — Xq est lipschitzienne, donc continue.
La réciproque n’est pas évidente : il s’agit de memque :

a0

an) limp_ e XX = a3y =
Attention, c’est un passage a la limite dans umnie $é
Mais le passage a la limite est ici autorisé caralconvergence normale de la série.

Reste & montrer la compacdé E. Nous allons la montrer a I'aide ghocédé diagonal de Cantor

Soit (X) = ((x¥)) une suite de points de E, que I'on peut rangeuretableau infinin indice de la
ligne, p de la colonne.

De la suite §}') des coordonnées d’indice 0, on peut extraire uns-saite convergenteq(")(”) ), de
limite ag. De la suite ((fO(")) des léres coordonnées, on peut extraire unessi@seonvergente
(% (p)) de limiteap; on peut supposeri(0) > ag(0), quitte a enlever le premier terme. De la suite

(x&:®) des 2émes coordonnées, on peut extraire unessiteseonvergentex¢>® ), de limite a ;

on peut supposerp(0) >a1(0), quitte & enlever le premier terme.
On réitére indéfiniment ces extractions emboitées.

Soita = (ap). Il est facile de voir que la suite diagonak®® , x=©  x=© ) tend vers.

Exercice 5 : Montrer que (E, d) est précompacbeatpiet.
Remarqgue : Cet exercice est généralisé en fin dgitrh.

Proposition 6: SoitK I'ensemble des parties compactes de (E, d).
a) Une réunion finie, une intersection quelcanda compacts est compacte.

b) Si (K, est une suite décroissante de compacts non \atles, K =n K, est un compact non
vide ; de plus, si un ouvert U contient K, il camti déja I'un des K

Preuve: a) Soient A et B deux compacts,)une suite de points de B B. L'un au moins des

ensembles i ; x,OA}et{n;x,dB }estinfini, et peut étre ordonné en une saitaite (xk)).
De cette suite extraite on peut réextraire unegaitdant vers un point de A ou de B...
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Si (Kj)ig) est une famille non vide de compa@,Ki est un fermé (intersection de fermés) inclus

dans un kg, donc un compact.

b) K =n K} est compact, en vertu de a). Montrons qu’il est vide. Pour chaque, choisissons
Xn O Kn. (Xn) est une suite de points dg.kOn peut en extraire une suitgy) tendant vera [ K.
Mais comme ¥k 0 Kn) O Kk O Kkg pour k= ko, a U Kgg pour tout k.

Maintenant, soit U un ouvert contenant K. Si, larait (In) K, O U, soit x, 0 Ky — U ; la suite (x)
aurait une valeur d’adhérencé XK, — U ; donc xO K — U : (K — U) serait une suite décroissante
de compacts d’intersection non vide.

NB : ce résultat généralise aux espaces métriqag®orme des segments emboités de la droite
numerique.

Applications :

1) On peut reprendre la méme que celle du thé@dedu D.1.
2) L'ensemble triadique de Cantor est compantvide (cf. H.1).

E.3. Compacité et fonctions continues : théoreme gdornes

Théoréme des bornegWeierstras¢6) : Soit (E, d) un espace compact. Toute fonctiomtioue E
- R est bornée et atteint ses bornes.

Preuve: » Sif était non bornée, pour tonil existerait x, O E tel que f(xp) |2 n.
Par compacité de E, de la suitg)(®n peut extraire une suiten(k) convergente :
limg _, 400 Xn(k) =

Par continuité dé la suitef(xn)) tendrait vers(a)... tout en étant non bornée !
* Montrons que les bornes supérieure et inférieaffesdnt atteintes.
Soit M = suge f(x). Pour tout entien, il existe x U E tel que M- % < f(xp) < M.

De la suite (¥) on peut extraire une suitey(x) convergente : lig _, 4o Xnk) = &
Alors f(xn(k)) tend verd(a) = M par le lemme des gendarmes.

Autre preuve, par I'absurdesi I'on avait (Jx 0 E) f(x) < M, la fonction g x - serait

1
M - f(X)
définig continue positive enon majoréesur E, contredisant la premiére partie de la preuv
Ce théoréme est un cas particulier du théoremel6 #téoreme suivant :

Théoreme 8: Soitf: (E, d) - (E', d) une fonction continue. L'imagkrecteparf de tout compact
de E est un compact de E'.

Preuve: Soit K un compact de E. Montrons di() est un compact de E'. Soitjyune suite de

points def(K). Pour chaque y choisissons x K tel que y = f(x,). De la suite () on peut
extraire une suite i) convergente vera [l K. Par continuité dé (ynk)) tend verd(a) O f(K).

Corollaire : Soit (E, d) un espace métrique compact. &t une bijection continue E E', E' est
compact ef est un homéomorphisme.

Preuve: Il suffit de montrer que I'image directe pad’'un fermé de E est un fermé de E’. Mais,
comme E est compact, un fermé de E est comgée} est donc compact, donc fermé !

Applications :

46 | orsque X est un segment Be ce théoréme figure sous le nom de « Hauptlehssétzéoréme principal)
dans le cours de Weierstrass de 1861. Mais Weaaskstivait du mal a controler le flux sortant debseaes.
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1) Théoréme de Rolfé (1691) : Soif : [a, b] —» R continue, dérivable sur ]a, b[, telle diia) =
f(b). Alorsk U ]a, b[f'(c) = 0. Rappelons qu'il implique le th. des aissements finis.

2) Théoréme fondamental de I'algébre de difdert-Gauss C est algébriqguement clos.

Argand48 donna en 1814 une preuve de ce résultat fondégesprlemmes :
Lemme 1: Sif O C[Z], alors il existe un point ¢ en lequel-z [f(z)| atteint son minimum.

Lemme 2: Sif O C[Z] est non constant, alors pour tout poirtl«C vérifiantf(c) # 0, il existe un
autre point c' tel quef(c’) | < [f(c) |.

Argand prouva le second lemme, mais admit lenge En 1820, Cauchy I'établit incom-
pletement, en se ramenant a rechercher le mininnnmrsdisque, et donc en admettant le théoréme
des bornes, qui ne fut démontré que plus tard.

3)_Equivalence des normes dans les espactsriets de dim finigcf. chap. sur les evn, §7).

4) Probléme de la meilleure approximati@i K est une partie compacte de E, alors :
OxOE) @yUOK) d(x, K)=d(x,Yy).
Ce résultat ne s’applique pas si K est seulememisfe
Cependant, si Festunfermé de E®% alors: [xOE) ((YOF) d(x, F)=d(x,Yy).

5) Problemes d’extrema d’origine géomeétrique

Exercice 1 : Soit une ellipse du plan eucliden. Parmi tous les ¢fes T = ABC inscrits dan il
en existe au moins un d’aire maximum. Les trouver.

Exercice 2 : Soient K Ky, K3 trois compacts du plan euclidien, tels qu'aucuneitérne les
rencontre simultanément. Montrer que parmi touscégsles qui les rencontrent il en existe un de
rayon minimum.

Exemple 3 : point de Fermat-Torricelli d'un triaagBoit T = ABC un triangle. Montrer qu’il existe
un point M rendant minimunf(M) = MA + MB + MC. Le trouver.

Exemple 4 : isopérimétres. Parmi tous les polygarmewexes a n cétés de périmetre donné, il en
existe au moins un d'aire maximum. Traiter le cagriangle.

Dans tous ces exemples, l'idée est d’appligaethEoréme des bornes a une certaine fonction
continue, afin de montrer qu’elle atteint sa bosupérieure ou inférieure. Si le domaine de
définition n’est pas compact, on commence par eggtre le domaine de recherche a un compact.
Des arguments géométriques ou différentiels peugastiite étre utilisés pour caractériser le(s)
point(s) cherché(s).

Exercice 1 : Soient A et B deux parties de E.

a) Si A et B sont fermées, a-t-on d(A, B) =0A n B = ? idem si A est compacte et B fermée.
b) Si A et B sont compactes, montréa, b) 0 AxB d@, b) = d(A, B).

Exercice 2 : Soit (E, d) un espace métrique compacte application : E- E vérifiant :

Ok YOE  xty = dfx), f(y)) <d(x,y).
Montrer quef admet un unique point fixe, et que toute suite récurrentg X E, %,+1 = f(Xp)
converge vers. Comparer ce théoréme de point fixe avec celuiDd8), tant du point de vue des
hypothéses que de celui de la vitesse de convergenc
[ Indication : considérer la fonctiap(x) = d(x,f(x)) ].

Exercice 3 : Soit (E, d) un espace métriqgue compaicte application : E> E vérifiant :

47 Michel Rolle (1652 - 1719), natif d’Ambert, énonga ce résystatr les polyndémes, sans démonstration.

48 | e suisselean-Robert Argand (1768-1822) fut, aprés I'arpenteur norvég@easpar Wessel(1745-1818),
I'un des premiers a interpréter géométriquememtskenble des complexes comme plan vectoriel euclidie
Cette interprétation ne fut imposée par Cauchyaetss que vers 1830 (cf. Revue de I’APM janvier 2006
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O, Y)DE*  d), f(y)) = d(x, ) -
Montrer quef est une isométrie.
[Ind. : sif(E) # E, considérer 0 E-f(E), X,+1 = f(Xp) ; prouver (x > 0) p#zq= d(xp , xq) >0.]
Exercice 4 : Soient (E, d) un espace métrique cotnpane application : E- E vérifiant :
O(x, y) O E? df(x), f(y)) = d(x, y) . Montrer qué est une isométrie.

[ Indication : Soient x, Y1 E ; on pose ¥ X , X3+1 = f(Xp), Y1 =Y, Yn+1 = f(¥n) ; démontrer que
pour toute > 0, il existe un entiergtel quelln= ng d(X, %) <€ et d(y, y) < €; en déduire quKE)
est dense dans E, et conclure. ]

Exercice 5 : Soit (K) une suite décroissante de compacts non videgediection K. Montrer que

diam(K;) | diam(K).
BEE Ee
a B N

Exercice 6 : On se place dans le plan euclidien.&sit impair, on
dit qu’on fait « un trou d’ordr@ » dans un carré C si, aprés avc

partitionné C em” petits carrés identiques, on lui retire le cai

central ouvert. Partant d’'un carrg) e c6té 1, on lui fait un tro
d’ordre 3. Il reste un compact;Kormé de 8 carrés, dans chact .-. ...
desquels on fait un trou d’ordre 5. Il reste un paot K, forme Step 0 Step 1

de 8.24 carrés, dans chacun desquels on fait undtordre 7... EI==IEII=

On définit ainsi une suite décroissantg,(ide compacts du plan

Montrer que K =n K, est un compact [, dont on demande Bl
l'aire. lllllllll

[ Par « aire » on entend ici la limite des aires Kg ; on utilisera SuBsmBE s

Step 2 Step 3

les intégrales de Wallis*}. =l L e =

E.4. Compacité et fonctions continues : théoreme déeine.

Théoreme de HeinéY (1872) : Toute fonction continde (E, d) - (E', d') sur un espace compact
est uniformément continue.

Preuvepar I'absurde et par les suites.

Supposons : [E>0) a>0) Hx,y)U E dix,y)<a et df(x),f(y)) >e.

Prenonsx = % ; il existe un couple ¢ yn) U E tel que d(x, Yp) < % et d'f(xn), f(yn)) >¢.

Par compacité de E, de la suitg)(®n peut extraire une suiten(k) tendant vers.
Alors (yn(k)) tendrait aussi vers (inégalité du triangle!).
Par continuité déena, d'(f(xn()), f(ynk))) tend vers df(a), f(a)) = 0= ¢... impossible!

Exercice 1 : Donner une preuve directe en écrigaietf est continue en tout point, et en utilisant
(BL).

Exercice 2 ; preuve de Luro{th873). Soit > 0. Pour tout XJ E, on pose

49 Cet exercice décalé est I'occasion de rappeleyueice chapitre ne se préoccupe pas de la thdesiaires,
et plus généralement dergesuredes boules, des ensembles compacts, etc. C'estlénéoriaistinctede la
topologie générale, appel@gorie de la mesure, ou de l'intégratid®our nous limiter au seul plan euclidien,
il faudrait définir rigoureusement I'aire d’'un coagt convexe, polygonal, quarrable, ou Lebesgue-rabk)
selon les besoins.

50 professeur a Berlin, puis a Halleduard Heine (1821-1881) établit en 1872 que toute applicationtinue
d'une partie fermée bornée K d® a valeurs réelles était uniformément continue.rRmla il montra au
passage que K vérifiait la propriété de Borel-Legjoes Borel percut 'importance de cette propriéid,servit

a définir la notion d’espace compact. C'est pourdasiome de Borel-Lebesgue est parfois appel®me de
Heine-Borel.
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o(x) =sup{6>0;0y,zOB'(x, & d'(f(y),f(z))<e} 0]0, +oo] .
Montrer qued : E - ]0, +o] est définie et lipschitzienne. Conclure a 'adlethéoreme des bornes.

Exercice 3 : Soif : R -~ R une fonction continue ayant des limites-em et +o. Montrer quef est
uniformement continue.

Exercice 4 : Montrer que toute application. R— C continue périodique est uniformément
continue.

Remargue On peut établir ce résultat directement, masuxivaut le déduire du lemme :
Lemme de relevementPour toute fonction continue T-périodigueR - C, il existe une fonction

continue FU - Ctelleque [xOR) f(X) = F(epoi?m).

2) Approximation et intégrationToute application continuke: | = [a, b] - R ou C est limite
uniforme de fonctions en escaliers, ou de fonctmrginues affines par morceaux, ou de fonctions
polynomiales (Weierstrass). Il en découle qu’edlieietégrable au sens de Riemahn

E.5. Espaces localement compacts

Définition 3 : L'espace métrique (E, d) est ddcalement compactsi tout point possede un
voisinage compact, ou, ce qui revient au mémé¢,gilJ E) (I, > 0) B'(x, k) est compacte.

Exemples:

1) Tout espace compact est localement compact

2) Tout espace discret est localement compaais n’est compact que s’il est fini.

3) Les espacds" munis des trois normes usuelles sont localemenpaots.

4) Un evn de dim finie est localement compaatevn de dim infinie n’egamais localement
compact (th. de Riesz, cf. chap evn, §9).

Exercice : Montrer qué® n’est pas localement compact.

Exercice : Dans un espace métrique localement ccinfmaut sous-espace ouvert, resp. fermeé, est
localement compact.

Probléme : espaces métriques a boules fermées ctempa

1) Soit (E, d) un espace métriqgue. Montrer ligglence des propriétés :
a) toute boule fermée de E est compacte ;
b) toute partie fermée bornée est compacte ;
c) de toute suite bornée on peut extraire une soitvergente.

On dira alors que (E, d) est ciespace

2) Exemples Examiner si les espaces suivants sont des cespa
- R, Z, Q, un espace vectoriel normé, un espace métriqaeetlis

X_
— Montrer queR muni de d(x, y) % n’est pas un c-espace ; conséquence ?
3) a) Montrer qu’un c-espace est localement @aEomplet et de type dénombrable.
b) Montrer gu'un fermé A d’un c-espace astiespace.
4) Soit (E, d) un c-espacepfune suite de points de E. Montrer I'équivalenes gropriétes :
a) pour tout compact K de E, il existe N tel qoemn > N, X, 0K ;

b) Cal E) limyd@, X)) = + o ;

51 pans sonCours d'Analyse de I'Ecole polytechniq(821), Cauchy avait cru établir intégrabilitésd
fonctions continues. Sa preuve était incompléteil cee disposait pas de cette propriété.
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c) AOE) limyd@, x,) =+oo.

Une suite vérifiant ces propriétés est ditenelte vers l'infini ».

5) Soient E et F deux c-espadasne fonction continue E- F. Montrer I'équivalence :
a) l'imageréciproqueparf de tout compact de F est un compact de E ;
b) pour toute suite X de points de E tendant vers l'infinf(x,)) tend vers l'infini.

6) Soient (E, d) un c-espace, A un fermé, Bampmact (non vides) de E. Montrer que :
OxOE) (OA) d(x,A)=d(x,a) et [a b)0AxB d(A, B) =dg, b).

7) Soit (E, d) un espace metrique localementpamn de type dénombrable, {Uune suite
d’ouverts vérifiant :

i) (On) U_n est compact ; ii){n) U_n 0 Uptq; i) E est la réunion desJ
On note kg = Un (voir 8 G, 5).
Montrer qu'il existe une fonction continieE - R vérifiantf(x) < n sur K, , f(x) > n sur EK, .
d(x,K,-)
d(x,K,)+dx,E-Un)

Montrer qued(x, y) = d(x, y) + [f(X) — f(y) | est une distance topologiquement équivalarde et
que (E,0) est un c-espace.

[ Indication : considérer§x) = , puisf(X) = - gn(x).]

F. Espaces métrigues connexes par arcs

« Only connect. »

Edward Morgan Forster 52

! T
A sy Vaucluse
7 :
{ \ Wisan @ Camping @ Ville
g A 4
e Boliéne
Z : Vaisen ld rorfaine _ Dréme
Toeitiags -, Cligues fei : /f
SR it . 1) £
i t \\] i
I
Orange Mt Ventoux
U :
Bédoin 2
& e [
~/
Gard \
PRIVAS S
B P Alpes de Haute
fwgnan LX) L sur-la-Sorgue Provence
L
o
Bouches du Rhéne
Cligues ted

La Dréme est connexe par arcs Le Vaucluse a deux composantes connepes arcs
mais non simplement connexe

Le département de la Drome jouxte celui de Mases| mais dans le sud de la Drébme est enclavé
un morceau du Vaucluse, I'enclave des Papes dewnidaobles entourent Valréas. Cette singularité
administrative remonte au rattachement des EtatdPajpe a la France en 1791. Il est donc
impossible de joindre Carpentras a Valréas sangergar la Drome. En langage mathématique, le

52 On peut traduire cette maxime approximativement gaDécouvrez I'harmonie en vous.»Autrement dit,
réconciliez vos deux moitiés d’orange.
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Vaucluse a deux composantes connexes par arcss gunel la Drome est connexe par arcs (mais
n'est pas simplement connexe). Expliquons cela.

F.1. Connexité par arcs

Définition 1 : Soit (E, d) un espace métrique. thremin d’origine a et d’extrémitéb est une appli-
cation continuey : [0, 1] - E telle quey(0) =a ety(1) =b. Sia =b on parle ddacet.

Proposition 1: La relation <@ ® b < il existe un chemin d’origina et d’extrémitéb » est une
relation d’équivalence dans E.

Preuve: La relation est réflexivea R a, car il suffit de choisir le chemin constaft) = a.

Elle est symétrique, car giest un chemin d’origina et d’extrémitéb, le chemin « opposé », défini
pary(t) = y(1 — t) a pour origineb et pour extrémit@. Enfin, elle est transitive, car giest un
chemin d'originea et d’extrémitéb, ety un chemin d’origineb et d’extrémitéc, le chemin

« composé ' = vy, défini pary’(t) = y(2t) siOst<s Y% ety’(t) = y(2t - 1) si %< t< 1, est un
chemin joignant ac.

Définition 2 : Les classes d'équivalence de E pour la relgtigitédente s’appellesbmposantes
connexes par arcgle E. E est ditonnexe par arcss'il n'admet qu’une seule composante connexe
par arcs, autrement dit si I'on peut relier touinp@ tout autre par un chemin (continu). E est dit
totalement discontinusi les composantes connexes par arcs de E saihtgstons.

Remargue: La notion de connexité par arcs correspond dédiintuitive d’ensembld'un seul

tenant Mais un tel ensemble peut avoir des trous : dsouronne Xk ||x||< 2 dansR? euclidien.
L’étude des "trous", de leur forme et de leur débmment, est le point de départ de la topologie
algébriqueds

Exercice 1 : Le segment [0, 1] Beest-il homéomorphe au cercle uniféd@ R2 ? au carré [0, f]?

Exercice 2 : Les chromosomes X et Y sont-ils hondrpimes ? Classer a homéomorphisme prés les
lettres de I'alphabet.

Exercice 3 : Classifier a homéomorphisme preslips de F***,
Exercice 4: Montrer que A R2 - Q2 est une partie connexe par arcsR&e
Exercice 5: Soiend etb deux points du plan euclidien standR%j Montrer qu'il existe un cercle

passant paa etb, et ne rencontrant pé}z. En déduire quE{2 - Q2 est connexe par arcs.

F.2. Théoréme des valeurs intermédiaires

« Ce théoréme est connu depuis longtemps... »
Lagrange, 1807 Euvres vol. 8, p.19, voir aussi p.133

Toutes les sciences progressent de deux maniane8t en défrichant et en explorant des territoires
nouveaux, tantét en questionnant des savoirs exsstdes veérités établies ou considérées comme
telles. C’est souvent en mettant en doute desesgd matiére du genrel ®st bien connu que »

gue des créateurs ont fait des avancées importamtggaguois Bolzano fut 'un d’eux.

Théoréme des valeurs intermédiairegBolzano, 1817p4 : Si | est un intervalle d& et f une
fonction continue 1- R, alorsf(l) est un intervalle d&R. Plus généralement si E est un espace
métrique connexe par arcsfetme fonction continue E R, alorsf(E) est un intervalle dB.

53 Au fil du temps, la topologie a éclaté en troiarmhes : topologies générale, différentielle eflaligue.

54 Né et mort a PragudBernhard Bolzano (1781-1848) était de culture allemande. Aprés étesles de
théologie, philosophie et mathématiques, il futaomé prétre en 1805, et nommé professeur de scoente
religion a l'université de Prague. Destitué en 182G&urveillé par la police pour ses critiques ootibrdre
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En d’autres termes, Eprend deux valeurs, elle prend toute valeur inégliaire.

Preuve: 1°®assertionSupposons queprenne deux valeufga) <f(b), ot a < b.

Montrons qud prend toute valeur i ] f(a), f(b) [. Soit A ={x U [a, b] ;f(x) <y }.

A est non vide car @ A, et majorée par b, donc a une borne supérieuvtntrons qud(c) =y.

Tout d’abord a < ¢ < b, c#fx) <y sur [a, a €] et y <f(x) sur [b— 3, b] par continuité dé

Si I'on avaitf(c) <y, alors on aurait encofx) <y adroite de ¢, qui ne majorerait pas A.

Si I'on avaitf(c) >y, alors on aurait encofé) > y agauchede c, contredisant le fait que c est le
plus petit majorant de A.

La 2™ assertion s'en déduit. 8prend deux valeur§a) <f(b), ou (a, b)J E2 etsiy:[0,1] - E
est un chemin continu tel qu€0) = a ety(1) = b, la fonction composéelt [0, 1] - f(y(t)) est
continue et prend toute valeutly] f(a),f(b) [ en vertu de 1a°f assertion.

Exercice : Une preuve par dichotomie
Soitf continue [a, b]» R telle quef(a) < 0 <f(b), ou a < b. Posongg = a,bg = b,

* Sif(%)<0 1an+1=%-bn+1=bn g Sif(an—zbq)ZO ,8n+1=8an, bn+1 = aanq .

Que dire des suiteaq) et ©,) ?

Exercice : Autre appproche

Soit f continue [a, b]- R telle quef(a) < 0 <f(b), ou a < b. Subdivisons [a, b] en 2, 4, N2
segments égaux. Montrer que, pour toull existe au moins un segment,[d&y] de lan-eme sub-
division (et en fait un nombre impair) tel gifa,).f(bn) < 0. Conclure par compacité.

Corollaire : Si E est un espace connexe par arcs, les geartéss de E a la fois ouvertes et fermées
sont[ et E. Il revient au méme de dire que E n’est pasion de deux ouverts non vides disjoints.

Preuve: Il suffit d’observer que si A est un ouvert-etthé de E, la fonctionalest continue sur E.
En vertu du théoreme des valeurs intermédiairésest constante, donc AlZou E.

Remarques 1) Un espace métrique est ditnnexes'il vérifie la propriété mentionnée dans le
corollaire. Tout espace connexe par arcs est doneexe, la réciproque étant fausse. Sur ce sujet,
gue je n'approfondis pas ici, on pourra se repatees ouvrages plus spécialisés, Bourbaki, etc.

2) En pratique, pour montrer que tous les poilit® espace connexe E vérifient une certaine
propriété géométrique, il suffit de montrer querlensemble est un ouvert-et-fermé non vide de E.

Le théoréme de Bolzano découle en réalité dg deancés plus précis :
Proposition 3: Les parties connexes par arcRisont les intervalles.

Preuve: Tout intervalle | est connexe par arcs, ca stb sont deux points de y(t) = (1-t).a + tb
est continue de [0, 1] dans |, et telle (@ =a ety(1) =b.

Réciproquement, soit | une partie connexe par @ed?. Si | n’était pas un intervalle, il existerait
trois pointsa<c<btels quea, b1, cUI. Soity: [0, 1] — | continue telle qug(0) =a ety(1) =h.
{tO][0, 1];yt)y <c}={t O[O0, 1];vt) <c} est un ouvert et fermé non vide de [0, 1]. Eny
réfléchissant, sa borne supérieure ne peut étrd.qDec’est impossible !

Proposition 4: L'image directe par une fonction continue d’yatie connexe par arcs est connexe
par arcs.

Preuve: Soientf : E — F une fonction continue, A une partie connexegvas de E. Montrons que
B =f(A) est connexe par arcs. Soient f(a) etd = f(b) deux points de Ba( b) [ AxA.

social, il se vit interdire toute activité publiquet travailla dans un grand isolement. DanRéén analytischer
Beweis..(1817), il entreprit delémontrerla propriété des valeurs intermédiaires, cons@@réque la comme
géométriquement évidente, et cela 'amena a appdafdes propriétés de la droite numérique, lesomstde
limite et de borne supérieure.
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Il existey: [0, 1] — A continue telle qug(0) =a ety(1) =b. Alorsfoy: [0, 1] —» B est continue et
telle que {oy)(0) =cet foy)(1) =d.

Théoréme 5 : structure des ouverts de RSoit U un ouvert non vide de. Il existe une et une
seule famille d'intervalles ouverts deux a deuxaiigs I, = ]a, , by[, telle que U =01 ]a, , by[.
Cette famille est au plus dénombrable. Pour chadas extrémités deg,In’appartiennent pas a U.
Preuve: Nous allons donner de ce théoréme une preugetdirlaissant les détails au lecteur.

» Considérons dans | la relation Qxy = le segment d’extrémités x ety est inclus dams I.
C’est une relation d’équivalence. La classe d’éajence C(x) de x est un intervalle Beet c’est le
plus grand intervalle de contenant x et inclus dans I.

» Soita(x) =inf{t;]t,x]0U}etb(x) =sup{t; [x, t[JU} a(x) et b(x) existent dani .

Je dis que C(x) est l'intervalle ouvert Ja(x), B(x)
* Ces intervalles ouverts définissent une partitlerl. Plus précisément, si I'on indexe les classes

C(x) par un ensemble A et si I'on choisit un élétmgndans chaque classe, alors gfxa est une
partition de I.

* De plus, on peut choisirgxrationnel ; commex [0 A - Xq [0 Q est clairement injective,
'ensemble A est dénombrable.

* Il reste a montrer que si | admet une partitio))@x formée d’intervalles ouverts, leg dont
nécessairement les classes d’équivalence de llpoelationR.

Application: Soitf une fonction continue de dansR. Les ensembles = {x; f(xX) >0}, U-={
x;f(x) <0}etF ={x;f(x) =0} sont disjoints de réunioR. F est fermé, IJ et U sont des

ouverts, auxquels on peut appliquer le théoremeégent. Mais attention, sijUet U sont des
réunions dénombrables d’intervalles ouverts disgimien ne dit que I'on peut les ranger dans
I'ordre croissant ou décroissant. Pensketisurtout & of , ouf(x) = x.sin(1k).

F.3. Exemples et applications

1R, R , C, tout espace vectoriel normé est connexe par arcs.
2) Pour qu'un réet soit le carré d'un réel, il faut et il suffit que= 0.
Six est un carré est positif en vertu de la regle des signes.
Réciproquement, soit> 0. Considérons la fonctid(t) = £ _x. Elle est continue, et telle que

f(0) = —x < 0 etf(x + 1) =x2 +x+ 1=K+ 1/z)2 + % > 0. En vertu du théoréme des valeurs
intermédiairesf s'annule dans l'intervalle ouvert 10, x+1[

3) Théoreme fondamental de 'algébfe est algébriquement clos.

Laplace esquissa en 1795 une démonstration de émethe, et Gauss donna en 1816 une
démonstration de ce théoreme (sa deuxieme) a |@ide seul lemme d’analyse, conséquence du
théoréme des valeurs intermédiaires : tout polyné®eé de degré impair a au moins une racine
réelle. Le reste de ces preuves était puremenibrdge.

4) Soit A une partie de, x un point de A. La composante connexe par agosdhns A est le plus
grand intervalle d® contenant x et inclus dans A. Il en résulte qudrtzte rationnelleQ est un
espace métrique totalement discontinu. [dem podiQ.

5) Si A et B sont deux parties connexes par taitss que An B £ [, alors ALl B est connexe
par arcs. Plus généralement, sj)(A; est une famille de parties connexes par arcsdakel(i, j) O

IXIAjn Aj£0, alors[] A;j est connexe par arcs. Ce résultat subsiste sitpoucouple (i, j)J 1xI
il existe une chaine d’indices (ko, ..., k) telle que

A0 AﬁiD,A&m A}KziD,...,AkmAjiD.
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6) Toute partieonvexe ou simplemenétoilée d’'un espace vectoriel normé, est connexe par arcs
Une partie A est ditétoilée(ena) s'il existea [0 A tel que pour toux O A, [a, X] O A. Une partie
est convexe ssi elle est étoilée relativement awhde ses points.

7) Dans urR-espace vectoriel normé de dimens®i2, ou unC-evn de dimensiorz 1, toute

sphére est connexe par arcs (noter que les spt@meRoméomorphes entre elles). Du coUpest
connexe par arcs.

8) Soit U un ouvert connexe par arcskdeé Deux points quelconquesetb de U sont reliables
'un a l'autre par une ligne polygonale, qu'on pewéme supposer formée de segments paralleles
aux axes (utiliser le corollaire du TVI ; le ménagssonnement montre qu’un ouvert connex& e
ou d'un evn de dim finie est connexe par arcs).

9) Droites et plans affines et projectifs
Enlevons un point & une droite affine réelle : éfirdite deux deux-demi droites ouvertes, qui sont
les composantes connexes par arcs. Enlevons uh @aine droite projective réelle : on délimite
une région, car la droite projective réelle s'idémt un cercle.
Enlevons une droite & un plan affine réel : onndiédi deux demi-plans. Enlevons une droite a un
plan projectif réel : on délimite une seule région.
Enlevons deux droites distinctes a un plan affiéel r on délimite 3 ou 4 régions selon que les
droites sont paralléles ou sécantes. Enlevons denikes distinctes a un plan projectif réel : on
délimite 2 régions.

10) Un célebrghéoreme de Jordanstipule que sl est le cercle unité dt: U — C est une
injection continue, la "courbe de Jorddfl)) partageC en deux composantes connexes, de frontiere
f(U), dont une seule est bornée.

Ce théoreme, naturel mais fort difficile, est déjiéressant lorsqueest de cIasseZCou Cz-par
morceaux.

11) GI(C) est connexe par arcs dans MC). Cela signifie aussi que I'ensemble des bases d’'un
C-espace vectoriel de dimension finie est connexeapas, autrement dit que I'on peut déformer
contindment une base en une autre.

12) GIh(R) a deux composantes connexes par arcs dans,(R), 'ensemble des matrices de
détreminant > 0, resp. < 0. En d’autres terme&rsichoisit une orientation d’uR-espace vectoriel
de dimensiom, on peut déformer continOment toute base diresp( indirecte) en une base
directe (resp. indirecte), mais non une base @rectune base indirecte.

13) Legroupe unitaire U(E) d’un espace hermitien E est compact et connexarpar

14) Le groupe orthogonal O(E) d’'un espace euclidien E est compact et a deux csames
connexes par arcs L(E) et Q(E).

Les résultats énoncés en 13 et 14 découlerthdesemes spectraux relatifs aux endomorphismes
unitaires et orthogonaux. lls peuvent permettréathér ceux qui sont énoncés en 11 et 12, via la
factorisation dite "QR", i.e. orthogonale ou unitaire-triangulaire, elle-mémasgguence de Gram-
Schmidt. Mais on peut aussi établir 11 et 12 eramela |, les générateurs du groupe linéaire,
fournis par le pivot de Gauss.
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15)Topologie de la grassmannienne

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimengjofx | y) son produit scalaire, [|X|| la norme
associée. Soif(E) I'algebre des endomorphismes de E, munie detane subordonnée ||| u ||| =
sup{ || u(x) || ; [Ixk 1}, @ 'ensemble des orthoprojecteurs da.E,des projecteurs autoadjoints de
E. Pour tout sous-espace vectoriel F de E, notpii®gthoprojecteur sur FP est un sous ensemble
compact def(E), ayanin+1 composantes connexes par arcs, a savoiles{p 0 P;rgp=r} ,
O0<r<n.

Notons$ I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E @ssmannienne). On peut muir
d’'une distance par simple transport de structuregsagvenant que la distance de deux sous-espaces
est celle des orthoprojecteurs associés d(F, G)e 1 pg [||- 6. d) étant alors isometriquef et
du coup est un espace métrique compact, aydhtomposantes connexes par arcs, a savoir les

§={FOS;dmF=r}, ouGr<n.

On montre par exemple que si D et D' sont deoies$, d(D, D') = sirB , ou8 O [0, 102] est
I'angle non orienté des deux droites. Ainsi D' tergils D ssi leur angle tend vers 0, ce qui est
logique. Gréce a ces notions de limites de drodesplans, etc. on peut définir rigoureusement la
notion de tangente a une courbe plane ou gauchenfecolimite de cordes passant par un point

voisin), et de plan osculateur & une courbe gagobmme limite de plans tangents passant par un
point voisin).

16) Topologie et enclave des Papes.

Nous avons déja parlé de la Dréme et du Vaucl@sé&conque a visité la Tour de Carol, prés de
Fond-Romeu sait que la France métropolitaine pastconnexe par arcs...

17)Topologie proustienne

« Il'y avait autour de Combray deux « cotés » gearpromenades, et Si opposés qu’on ne softait
pas en effet de chez nous par la méme porte, quandulait aller d’'un cété ou de l'autre : le cofé
de Méséglise-la-Vineuse, qu’on appelait aussi k& @ chez Swann parce qu’on passait devant la
propriété de M. Swann pour aller par 1a, et le co® Guermantes. (...) Mais surtout je mettais
entre eux, bien plus que leurs distances kilomeé#sg la distance qu'il y avait entre les deux pesti
de mon cerveau ou je pensais a eux, une de cesckst dans I'esprit qui ne font pas qu’éloigngr,
qui séparent et mettent dans un autre plan. Eecaéimarcation était rendue plus absolue endore
parce que cette habitude que nous avions de n'@leais vers les deux c6tés un méme jour, dans
une seule promenade, mais une fois du c6té de Neeségne fois du cbté de Guermantes, [les
enfermait pour ainsi dire loin I'un de I'autre, inonaissables I'un a 'autre, dans les vases clog et
sans communication entre eux d’apres-midi diffésemt ( Du c6té de chez Swann, p. 127)

Ainsi, la topographie de Combray a deux comptesaconnexes : le c6té de Méséglise est celui de
la plaine et du mauvais temps, le c6té de Guerraargkii de la riviere, et du beau temps. Elle est
homéomorphe a celle du cerveau du Narrateur : tie @® Méséglise est dyonisiaque (c’est le coté
du désir charnel et de la sensation), alors quétie de Guermantes est apollinien (c’est le c6té de
I'intelligence et du réve). Les récentes décougedes neurosciences sur les fonctions différentes
des lobes droit et gauche confirment ces intuitfmasistiennes...

Exercices
Exercice 1 : Montrer que les courbes
C={(xyd R2;y2=x3—x} et C={(x,y)O R2;y2:x3—x+1}
sont fermées. Combien ont-elles de composantesegenrpar arcs ? Et leurs complémentaires ?
Exercice 2 : Montrer que CE(x, Y, z)0 R3 ; x2 + y2 - z2 =0} est fermé et connexe par arcs.
Montrer que E £ (X, Y, z)0 R3 ; x2 + y2 — z2 # 0} est ouvert, et que :

Ci={ v, Z)DRg;x2+y2—zz>o},
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Co={ (x,, z)DR x +y —z <Oetz>Q,

Cz3={ (x,, z)DR X2 +y _ 7 <Oetz<@
sont trois ouverts connexes par arcs et sontdé&sdomposantes connexes par arcs de E.
Généraliser a C £ (Xq, ..., X-1, Xn) O R"; x12 +...+ )q,_lz - xn2 =0} pourn= 3.
Exercice 3 ; théoréme du passage des douanes

Soit E un espace métrique, A une partie de E, Bpamne connexe par arcs rencontrant A etA
Montrer que B rencontre Fr(A). En particulier, se& connexe par arcs et A une pattié et# E,
alors Fr(A)z O. [ Indication : considérer d(x , A)d(x , E- A). ]

Exercice 4 : Existe-t-il une fonction continfieR - R telle quef(Q) DR -Qetf(R-Q) I Q ?
Exercice 5 : (Concours général 2005, extrait).
Soitf: [0, 1] — R une fonction continue telle qii®) =f(1) = 0 etdx O [0, 1—70] f(x + %) # f(X).

1) Démontrer que I'équatidifx) = 0 a au moins 7 solutions dans [0, 1].

2) Donner un exemple de fonctibrérifiant les hypothéses ; on pourra se contetitere repré-
sentation graphique claire.

Exercice 6 : théorémes de points fix8sit | = [a, b] un segment d
1) Soitf : | - | continue. Montrer queadmet au moins un point fixe.
2) Soitf : | - R continue, telle que f(I). Montrer quef admet au moins un point fixe.

b
3) Soitf : | - R continue, telle quq. f(t).dt = %. Montrer quef a au moins un point fixe.
a

4) Soienf etg: | — | continues telles quieo g =g of. Montrer que [(x O 1) f(x) = g(x).
5) Soitf : | - | croissante. Montrer qeadmet au moins un point fixe.

Exercice 7 ; déterminations continues

1) Soitn = 2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction contifueC — C telle que [(0z) f(z)n =z
2) Montrer gu'’il n’existe pas de fonctiénC* - C telle quez O C f(exp z) = z.
3) Montrer qu’il n’existe pas de fonction contef : C - C telle quedz O C expf(z) = z.

Exercice 8 : Soierlt) le cercle unité d€, etf: U - R continue. Montrer qu’il existe deux points P
et Q diamétralement opposeés tels f{& =f(Q).

Exercice 9 : Justifier les affirmations de I'exempl

Exercice 10 : probléme du piéton
Un piéton parcourt la distance D pendant le tempSait d [0, D] ; existe-t-il un intervalle de

temps de duré(—.le durant lequel il parcourt la distance d ? Montiee si% = % (n O N*), la

réponse est toujours positive, mais que dansseaatraitre, elle ne I'est pas toujours.
S|n2( )
San @
D)
Exercice 11 : théoréme de Darbq874).

1) Soitf une fonction dérivable sur l'intervalle | d& a valeurs réelles. Montrer que la fonction
dérivéef' vérifie la propriété des valeurs intermédiaireisce, méme din’est pas de classellC

[ Considérerf(t) = (D +1 ).tT -

[ Indication : considérer la fonctionxpfy) = %;(y) surA={(x,y) O I2 X<y }]

2) Applications a) Montrer quéd(x) = x2 sin% est dérivable sur, aprés prolongement en 0 ; que

dire de sa dérivée ? b) Résoudre I'équation diffiéedle y'.(y'-=1)=0
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Exercice 12 : théoréme des accroissements finiorekt

Soient | = [a, b] un segment & E un espace vectoriel nornié,| — E une fonction vectorielle
et g: - R une fonction numérique dérivables et telles qu [ 1) ||f'(X) [|< g'(X).

Montrer que f(b) - f(a) ||< g(b) - g(a).

En déduire quedx O 1) [|f'(X) || M = ||f(b) - f(a) ||< M.(b - a) et qud ' = 0= f est constante.

[ Ind. : Pour tout > 0, montrer quegk= { x O |; Ot O [a, x] [|f(t) — f(a) ||< g(t) — g(a) +e.(t—a) }
est un ouvert-et-ferm@ O de I, ou montrer qued= {x O I ; ||f(x) —f(a) ||< g(x) — 9(a) +&.(x — a)}
a pour borne supérieure b |.

Exercice 13 : Soit E I'espace vectoriel des fonwiale classe tde [0, 1] danR, muni de la
norme : 1111 = Suposxe1 () | + Supoexen 1F(X) | -
OnnoteQ={fOE;f(0)20 , f(1)#0 et Ot 00, 1] (f(t), f'(t)) # (0, 0)}.

1) Soitf O Q. Montrer que‘_l({O}) est une partie finie de [0, 1].

2)SoitQ1={fOQ; cardf_l({O}) =1 }. Montrer queQ  est un ouvert de E. Décrire les compo-
santes connexes par arcsig
3) Montrer que est un ouvert de E ; décrire ses composantes xesIpar arcs.

Exercice 14 : Dans le plan euclidien, on consid@repilog d’équation polairp = Ceme. SiTl est
son graphd, 0O {O} est-il connexe par arcs ?

Exercice 14 : Dans le plan euclidien, soit A €x, sin%) ;x> 0}. A est-elle connexe par arcs ?

Exercice 15 : Deux ouverts @R sont dits « imbriqués » s’ils sont connexes pes,at’intersection

vide, et de méme frontiére. Montrer que le cercalééuet la courbe d’équation polaire rﬂ—%

délimitent deux ouverts imbriqués.

G. Espaces métrigues de type dénombrable

La droite numérique possede la propriété suévant existe une partie dénombrable dense, a
savoir Q. Cette propriété a toute une série de conséquemgiesont verifiées par une classe
d’espaces métriques, les espatesype dénombrahl@arfois appeléséparable$>®

Probleme.

1) Bases d’'une topologi&oit (E, d) un espace métriqgue. On appledlse d'ouvertsoute famille
(G))ap d'ouverts de E telle que tout ensemble ouvertrgoihion d’une sous-famille de {§3 a.

a) Exemples
O Montrer que les boules ouvertes forment une basevelrts ;

O Soit D une partie dense de E ; montrer qua,(%())(a’k)DDXN* est une base d’ouverts.
b) Soit (§)aoa une famille d’'ouverts de E. Montrer que c’est umase d’ouverts si et
seulement si, pour toutX E et tout voisinage V de X, il exisked A tel que x1I G, O V.

2) Montrer I'équivalence des propriétés :
i) il existe une partie dénombrable dense dans E ;

S5 pour des compléments sur les métriques séparahlés,Duval et D. Monasse, RMS mars 2007

70



i) il existe une base d’ouverts dénombeate E ;
iif) de tout recouvrement ouvert de E ontgxtraire un sous-recouvrement dénombrable.
On dit alors que E eslte type dénombrahbleu séparable

3) Exemples
O Montrer que leX" sont de type dénombrable ;

O Montrer que tout espace compact est de type déradeb;
O Soit H = [0, 1N 'ensemble des suites x =x@ éléments dans [0, 1] ; montrer que H est

~+00

% % = Yn| (cube de Hilbert)
n=0

un espace métrigue de type dénombrable pour landistd(x, y) =
4) Théoréme de représentation d’'Urysohn
Montrer que (E, d) est de type dénombrable si @eseent s'il est homéomorphe a un sous-espace
de H. [ Indication : Si E est de type dénombrabtesi 0< d < 1, soit D = &,) une partie dénom-
brable dense, considéref XE - f(x) = (d(x ,ap)) .]
5) Espaces localement compacts de type dénotabrab

Soit (E, d) un espace métrique localement compantrer I'équivalence des propriétés :
a) E est de type dénombrable ;

b) il existe une suite (K de compacts de réunion E ;
c) il existe une suite d’ouverts gvérifiant :
i) pour toun, Un est compact ; ii) pour toat Un 00 Upeq; i) E est la réunion desJ

[ Indication : Montrer c}= b) = a) = c). Pour a)= c), considérer une suite densg)(et les

boules B(x ,%) , Qui sont compactes pomiassez grand. |

6) Exemplegsuite) : a) Montrer que([a, b],R) , || - |}) est de type dénombrable.
[ Indication : noter que les fonctions polynomiadesoefficients dan® sont denses. ]

b) Soit X un ensemble infini ; montrer qg&X, R), || . I},) n'est pas de type dénombrable.
[ Indication : noter que I'ensemble A des foncticreractéristigues des parties de X n’'est pas

dénombrable, et que si D est une partie densg,A s O D ||f— ¢ || <%. ]

7) Théoreme de Cantor-Bendixson

On rappelle qu'un ensemble P estpditfait s'il est fermé sans point isolé.
Soit (E, d) un espace métrique de type dénombraidetrer que tout fermé F de E s’écrit PC,
ou P est un ensemble parfait et C un ensemble d#abie (non uniques en général).
[ Indication : Un poinix est appel§oint de condensatiode F si pour tout voisinage V deV n F
est non dénombrable ; noter P I'ensemble des pdatondensation de F et C =P. ]

H. Distance de Hausdorff

H.1. L'ensemble triadigue de Cantor

Introduit en 1883 par Georg Cantor, I'ensembledigae, parfois appelé « poussiere de Cantor »
avait déja été considéré par Henry Shfign 1875. Il possede des propriétés paradoxalepluBe
ses propriétés géométriques le font apparaitrepsgtctivement, comme le plus simple des

56 Henry Smith (1826-1883) fit surtout des travaux d’algébre etlitorie des nombres ; il étudia notamment
les systemes linéaires et les formes quadratiqeesfiicients danZ. Au cours d’'un toast, il s’exclama Les
mathématiques pures, puissent-elles ne servir jgdaien !».
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ensembles " fractals ". Son étude est une borumrdition des résultats précédents, et introduit au
notions de distance et de dimension de Hausdanj gu’aux systemes dynamiques chaotiques.

Soit A = =0, 1]. Si on lui enléve son tiers médian om}%t,% [ il reste deux segments
Ko = [O%] et Ky = [% 1], de réunion . Si on leur enléve leurs tiers médians ouverteste 4
segments §0=[0,2], Ko1 =[5, 2], K1o=[4, 1, Ki1=[3.1], de réunion &

Supposons définis par récurrence 1Bs@gments K s = (g, ... , ) 0 {0, 1}" de réunion f; si on
leur enléve leurs tiers médians ouverts, on dédiitl segments Koet Ks 1, en notant i g le tiers
gauche et K 1 le tiers droit de i de réunion f 1.

Par définition, 'ensemble triadique de Cantstr & = ﬂFn .

n=0
Ainsi, K est obtenu par ysrocessus répété d'évidemedu segment [0, 1].

0 1/9 219 1/3 2/3 7/9 8/9 1
I
IR I
I B
AR RN iR RN

i i nn nn
(11— (1 [
(11— ] (I

Théoreme: K est un ensemble non dénombrable, compact,Eansisolé, d'intérieur vide dari,
totalement discontinu, de mesure nulle.

Démonstration
a) K est compact non vide

K est bien slr borné. Chaqug Est fermé comme réunion d’'un nombre fini de sedgsgeteur
intersection est fermée comme intersection de fermeé

Remarqgue : De plus, tout ouvert@eontenant K, contient I'un deg,.F
Il est clair que K contient O et 1, ainsi que {23, et toutes les extrémités des Segm&%}?.& .

Ce sont des rationnels, et méme des rationnetidtias.
Mais K contient bien d’autres points, comme nol@nal le voir maintenant.

b) K est non dénombrable

Supposons qu’existe une bijection> x, deN* sur K. Procédons par dichotomie.

L'un des deux segmentsgK K4 ne contient pas 3 disons KSL; I'un des deux tiers deKSl ne
contient pas ¥ soit KSlsz (si ¢ca se trouve, aucun des deux tierstSlene contient x). En réitérant,
on construit une suite{ssy, ... )0 {0, 1}N* telle que [n) x, O Kqoo-

Soit {a} = Q,Ksi""ﬁ" (axiome des segments emboités) . CM]aKSi’__& et x, O KSP__.’Sn , donca # xp,

pour toutn, contredisant la surjectivité ae— X,.
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c) Il en résulte qui est sans point isoléEn effet, soit X1 K. Pour toutn, soit [, b,] le segment
de R, contenant x. L'un au moins des deux nombrgshba est distinct de x. Si on le choisit, on

obtient une suite @@ de points de K tendant vers x par valeurs difffee : x est donc point
d’accumulation de K. K est fermé sans point isaliest unensemble parfaitdeR.

d) K est d'intérieur vide, et totalement discontinu
Ces deux propriétés découlent d’'une méme troisieme
(*) K ne contient aucun intglte deR non réduit a un point.

En effet, si J est un intervalle inclus dans Kagmour tounn, JO F,. J est donc inclus dans I'un des
2" segmentsKSi s donc est de longuedr(1/3)7; donc J est de longueur nulle.
Si K avait un point intérieua, il contiendrait un segmerd |- o, a + a], a > 0, contredisant (*).

Enfin, la composante connexe par arcs d'un poimtexK, c’est-a-dire le plus grand intervalle
contenant x et inclus dans K, est réduite a {x}.

e)K est de "mesure nulle", c’est-a-dire de longueur alle.
Encore faut-il donner une définition rigoureusecdtéte notion ! En voici une, qui suffira ici :

si A est une partie bornée e dont la fonction caractéristiquey st Riemann-intégrable, nous
appellerondongueur oumesure de Riemande A: L(A) :fR 1a(X).0x.

Or il se trouve que K est de mesure de Riemanrenbh effet, la fonction caractéristique deest
une fonction en escalier dont l'intégrale RE 0. Par suite, pour towt > 0, la fonction k est
comprise entre deux fonctions en escaliers, latfommulle et la fonction caractéristique dg F
dont la différence des intégrales est e résultat en découle.

f) La fonction caractéristique de K est continuet@mt point de I'ouvert [0, 1} K, car localement
constante, discontinue en tout point de K, car pmimt de K est limite d'une suite de points de [0,
1] - K. Elle n’est pas réglée, puisqu’en ces points g&mple au point 1/3) elle n'a pas de limite a
droite et a gauche.

g) Description dichotomique des points de K

Notons S I'ensemble des suites s f, &, ...) a éléments dans {0, 1}. En vertu de |'axiodes

segments emboités, pour toute suife S, I’intersectionﬂ KSi . est réduite a un singletorf{s) },
I s

ouf(s) O K. L'applicationf : S - K ainsi définie est bijective :

Elle est injective, car si s et t different au rang Ksi_ n K, , =0 etafortiorif(s) # f(t).

Sn .In

Elle est surjective, car, pour toutkK, il existe une suite s telle que {x} ﬂKSl s
1%

Cette suite se construit par récurrence et dichietos = 0 ou 1 selon que X Kg ou Kj.
Si s,..., § sont construits tels que X KSl . soit $+41 = 0 ou 1 selon que x appartient au tiers

gauche ou droit de ce segment. Alors on a Higm (x [ KSl s

En vertu de I'axiome des segments emboités, {=><m KSl . Le.f(s)=x
moN

Cette bijectiorf : S —» K permet de visualiser K comme un « arbre biniaifiai ».

h) Description triadigue des éléments de K
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On sait que tout réel X [0, 1] admet un développement

L222222... triadique 0.§5pS3 ... = io% ou les chiffres
i=1

1 - - - - Tm —I_-_‘_—='_ -
1 i §81{0, 1, 2}.

Ce développement est unique sauf pour les ratisnnel

triadiques, qui admettent deux développements

I == triadiques, I'un propre, I'autre impropre.
2/3 __§_A__B_ B o= _ Ainsi 1/3=0.1000... =0.0222...
200000 Or si I'on travaille en base 3, on a par récurreswa :
Ko s = [, bl
020202 ou =0.292s...25 et =g+ 1/3.
] - E Du coup, si x =(s), alors x = lim g= 0.(29)(2%) ...
1/4 __1_1_ _I_ _.__;, -  (2%) ... Ainsi, les éléments de K sont les réels |0, 1]

admettant un développement en base 3 ne compqrutant
des 0 ou 2. Ainsi, 1/31 K puisqu'’il s’écrit 0.0222...
I i Enlever les tiers médians revient a enlever leks dent
O = les dévelop-pements triadique contiennent le ahiffr Et
I'on peut traduire le résultat de e) en termes abiistes
en disant que tout réel contient certainemémst avec

une probabilité 1) le chiffre 1.

k) Description géométriqgue de I'ensemble K

Notons h et k les homothéties resp. de cengtelOde rappor%, h(x) = % et ki) = %2

A toute partie A d&R associons T(A) = h(AJ k(A).

Il est facile de montrer par récurrence que)( Fy+1 = T(F,) et T(KSW& )= K%m& O Klsw& .

On en déduit que T(K) = K. K est donc un point foe I'opérateur T agissant dans I'ensentiffe

des compacts non vides de la droite numérique.
Pour montrer que K est I'unique point fixe, et quest dans le cadre du théoréme de point fixe, il

faudrait munird® d’une distance pour laquelle il soit complet etolt sin opérateur contractant :

c’est précisément I'objet du prochain 8.

Remargue On trouvera diverses visualisations graphiquebethsemble de Cantor sur le site :
http://www.mathcurve.com/fractals/

Exercices

+00
Exercice 1 : On considére la sérE%. Quel est I'ensemble décrit par les som@%, lorsque
=1 nJA

A décrit 'ensemble des parties N& ?

Exercice 2 : Soient x —IZ;‘% ety = ;% deux éléments de K, og etyj O {0, 1, 2}. On définit

d(x,y) = Z% , OU k-1 = Xk et 2k = k. Montrer qued : KxK - K est un homéomorphisme.
i=1

Exercice 3 : K comme ensemble de Julia

Soitf la fonction :R - R définie parf(x) = 3 si x<% , f(X) =3-3x si x=%.
Quel est I'ensemble des réalsels que la suite récurrentg xa, xn+1 = (X)) soit bornée ?
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Exercice 4 : Décrire I'ensemble K + K, ou K esnéemble de Cantor [ Considérgr+F,. |
En déduire que les endomorphisrhée R, +) bornés sur K sont de la forme-xax.

Exercice 5 : Soit S 'ensemble des suites $;748 ... ) a éléments dans {0, 1}.
1) Montrer que d(s, t) §%| S —tn| est une distance sur S.
n=1

2) Quelles sont les suites convergentes dard (5,
3) Montrer que (S, d) est compact, non dénonmératisans point isolé.

4) Montrer qué:s = (g, 9, ...) - Z%—Sn“ est un homéomorphisme de S sur K.
n=1

Exercice 6 ; La fonction de Cantor-Lebesqgue, oscidier du diable
A toute fonction continue g : [0, 1} R telle que g(0) = 0 et g(1) = 1, on associe la fimmcLg

définie par : ( 1g(3x) si &xs%
Lgg) = { l s%sxs%
l 1 1g(3x 2) siZs<xs<1

3

1) Montrer que Lg est continue sur [0, 1]. Mentgu'il existe une et une seule fonction continue
f: [0, 1] - [0, 1] telle qud = L(f).

2) Indiquer une suitd,{) de fonctions continues, croissantes, affinesypanceaux tendant unifor-
mément ver$. Représenter graphiquement ces fonctions.

3) Montrer qué est croissante et vérifiellg) f(1—x) = 1-f(x). Calculerﬂ f(x).dx.

4) Soitx un point de K (ensemble de Cantor),xet 0,(2a1)(2a2)(2a3)... son développement

triadique oug; I {0, 1}). Montrer quef(x) a pour développement dyadiqueagasas ...
Montrer quef induit un homéomorphisme de K (ensemble de Castor]0, 1]

5) Montrer qué’'(x) = 0 en tout point XI K ; f est-elle dérivable en un point de K ?

6) Montrer quéd est rectifiable de longueur 2.

Exercice 7 (napperon de Sierpinski, 1915) : SolBC un triangle équilatéral, T 'ensemble des
+(>o/JI _

barycentreshA + UB +VvC , OUA = 22' , 7,\) Z— sont tels quel{i) A; + 1 +v; = O.

T est-il ouvert, fermé, compact ? Quelle est so@ aison périmétre ? Dessiner T.
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2. Distance et dimension de Hausdorff

Il existe plusieurs moyens pour définir la dista de deux parties du plan ou d’'un espace
meétrique, et la convergence d’une suite d’ensemizes un ensemble-limite. La plus connue est
celle de Hausdorff, a laquelle introduit le prob&suivant. Mais ce n’est pas la seule. La distance
de Hausdorff présente des avantages et des indent&rselon le type de probleme étudié.

Probléme

Soient (E, d) un espace métrig@ |'ensemble des parties fermées bornées non vidés de
Pour toute partie Al §*, on note ¢ la fonction xO E - d(x, A) O R*.
Premiére partie : épaississement d’'une partie
1) a) Montrer quell(x, y) O EXE | ch(X) —da(y) |< d(X, y).
b) En déduire que la fonctiop @st continue.
2) On appellépaississement de Ale rayon r I'ensemble V(A, r) = {X E ; d(x, A)< r }.
a) Montrer que V(A, r) est un fermé de qunnaTtreﬂ VA).

r=0

b)_ Exemples
i) Si A =B'@, s) dans un espacermé reconnaitre V(A, 1) ;

i) Si A est la Norvege, dessiner V(Apour différentes valeurs der.
iif) Si A est un individu, dessiner V(A, ou r = 1 meétre (humour covid).
3) Démontrer que tout fermé de E est interseaiane suite décroissante d’ouverts, et tout duver
de E est réunion d’une suite croissante de fermés.

Deuxiéme partie : distance de Hausdorff
1) a) Montrer que pour tout (A, B) §°x§"*, la fonction x— d(x, A) — d(x, B) est bornée.
b) On pos&(A, B) = || dy — dg |k ; montrer que c'est une distance Hr (distance de
Hausdorff).
2) Montrer que d(A,B)<p = AOV(B, p) et BOV(A, p).
En déduire (A, B) = inf{p=0; AOV(B, p)etBOV(A, p) }.
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puis : O(A, B) = max ( sugqa d(x, B) , supog d(x, A) ).

3) Exemples
a) Soit E un espace vectoriel normé, A aB) et B = B'D, s) deux boules fermées ; calculer

O(A, B). Quand a-t-onB- A ?
b) Soit (K, une suite décroissante de compacis, d'intersection K ; montrer que - K.
4) On revient au cas général. Montrer quesiAy, B, B, 0 &, on a:
(A1 0 Ao, B1 0 By) < max@(Aq, B1) ,d(Ap, By)) . Conséquence ?
5) Onadmetque si (E, d) est completf, d) est complet.

Soit E un evn de dimension finie,Xii<p une famille finie d'applications contractantes-EE.
Montrer que A— T(A) = U T;(A) est contractante d& dans§". Conséquences?
En particulier, si E est un evn, etfkj<p une famille finie d’homothéties jH homg;, Aj) de
centresy, et de rapport3\j| < 1 que dire de A- T(A) = H;(A) ?

6) Exemples
i) E=R, Hy = hom(O,%), Hy = hom(l,%) ;
i) E =R2 , ABC triangle équilatéral, H= hom(A,%), Hy = hom(B,%), Hs = hom(C,%) ;

L2 N B _2 .. , .
|||)E—R,ao—0,a1—3,a2 2+2\/§,a3 3 % 1;§(0<j<3)estlasimilitude directe

qui envoieag sura; etay surajyy -
Probleme : Dimension de Hausdorff-Besicovitch

Soit (E, d) un espace métriqd€;, I'ensemble des compacts non vides de E.
Soient KO K° , a un réel > 0.

Une partie A de K est dite-discernablesi [(x, y) O A% x# y=d(x,y) >a.
Une partie F de K est diteréseatsi OxOK  dx, F<a.

1) Montrer que toute parteediscernable de K est finie, et qu'il existe amméseau fini dans K.

2) Soit M@, K) le plus grand entien tel qu'il existe une partie-discernable de K de cardiral
N¢, K) le plus petit entien tel qu’il existe uro-réseau fini dans K de cardinal

a) Montrer que les fonctions— M(a, K) eta - N(a, K) sont décroissantes SR, ;
b) Montrer que fa >0 M(2x, K) < N(a, K) < M(a, K) ; en déduire que M K) < +oo .

3) On dit que K admet une HB-dimensio Inlill(nczK) a une limite quand - 0+, et I'on note
dim K =limg _ g+ % . Montrer que, si tel est le cas, dim K =dimg+ % :

Si K, K' et K" sont trois compacts tels qué K" [0 K' et dim(K) = dim(K"), que dire de K" ?
Si K et K' ont une HB-dimension, montrer quelK' aussi et dim(KIK') = max(dim K, dim K").

4) Si I'on remplace la distance d par une dista@dquivalente d’, montrer que la HB-dimension
reste la méme.

5) Exemples Trouver les HB-dimensions d’'une partie finie,skgment [0, 1], du carré [0,21119
I'ensemble triadique de Cantor, de la courbe de Koch, du napperon de Sierpinski. Comparer les
HB-dimensions d’une forét de hétres et d’'une fdethénes.
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3. Courbes de Peano

«J'ai la plus grande estime pour M. Peano, qui & fke tres
jolies choses (par exemple sa courbe qui remplitetaine aire),
mais enfin, il n’est allé ni plus loin, ni plus Haai plus vite que la
plupart des mathématiciens apteres et il auraitf@ive tout aussi
bien avec ses jambes, ironise Henri Poincaré, qui ajoute
« Autrefois, quand on inventait une fonction nowe/atlétait en vue
de gquelque but pratique ; aujourd’hui, on les inteetout expres
pour mettre en défaut les raisonnements de nosspér@n n’'en
tirera jamais que cela» Les développements mathématiqu
récents (systemes dynamiques, géométrie fractafe)nent ces
jugements de valeur. Novateur en mathématiques gthgsique,
Poincaré avait en philosophie des sciences destiqsi
conservatrices, et, ne lui en déplaise, Giuseppadtut un grand
mathématicien.

Giuseppe Peano (1858-1932)

Probléme

On note | le segment [0, 1], Q le carré [(},d@Rz, et on identifieR2 aCvia (X, y) » x +1i.y.

1) Montrer qu'’il existe une bijection4 Q (Cantor, 1878), mais qu’aucune bijectionsl Q n’est
continue Netto, 1879).

Peanodonna en 1890 un exemple de surjection continueQ, c’est-a-dire de courbe paramétrée
continue remplissant tout un caridilbert en donna en 1891 un autre exemple, que nous allons
étudier. On introduit les 4 transformations suies@ — C:

gCO:ZAI—ZE,SC]_:ZaZ—; ,SCZ:ZA%J:H,S(S:Z—»—I—ZZ"'].'FIE.
Pour toute partie A d€, on poseX(A) = U IH(A).

0O<ks3

2) Natures géométriques di#% , 0< k < 3 (on cherchera leurs points fixes). Préciseineges
H(Q), etI(Q).

3) A toute fonction continug¢ : | - Q telle quep(0) = (0, 0) = 0 epp(1) = (1, 0) = 1, on associe la
fonction Hp : | » Q définie par: K(1) =1 et H(t) = IHqa(d(4t— q)) = Hqa(9(0, a3 ... ))
sitO [0, 1[ a pour développement 4-adique propre tea€hgs ... , 0< gk < 3.
Montrer que W est continue - Q et que ()(1) = J(d(1)).
A l'aide du théoréme du point fixe, montrer qu’égisine unique fonctioh: | —» Q telle qud = Hf.

Montrer quef(l) = Q [ On notera quél) contient {0, 1} et ses itérés p& ; mais on pourra aussi
utiliser le pb sur la distance de Hausdorff. ]

4) Ecrire un programme prenant en argungest tracant I'arc paramétré associé ¢ ¢t a ses
itérés.
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BA
FIGURE 2.4. Création de 1a courbe de Hilbert

Ifelix Hausdorff

La renommée du mathématicien allemand Feliv
Hausdorff (Breslau, 1868 - Bonn, 1942) repose suirsoir
son ouvragésrundziige der Mengenleh(2914), qui en fit
le fondateur de la topologie et de la théorie dgsaees
métriques. Né a Breslau dans une famille de madshe
aisés, Hausdorff fit ses études secondaires a igeipais
étudia les mathématiques et lastronomie a Leip:
Fribourg-en-Brisgau et Berlin. En 1891, il obtinbns |
doctorat a Leipzig et y enseigna de 1896 a 1902amu
toute cette époque, Hausdorff, tout en publiansiplurs
mémoires d’astronomie, d’optigue et de mathémasigL
s’intéressa surtout a la philosophie, la littératet I'art.
Esprit indépendant et éclectique, il publia sousiden de
Paul Mongré deux livres de poémes et d’aphorisi
plusieurs essais philosophiques et littérairescetié une
farce qui, portée sur les planches, eut un gracdésu A
partir de 1904 cependant, il se pencha plus intensnt
sur les mathématiques, sur la théorie des enserphlss
particulierement, et abandonna peu a peu ses ptibhis
non scientifigues. De 1910 a 1935, il était prcsées de
mathématiques a l'université de Bonn, a I'exceptitas années 1913-1921, ou il enseignait a
Greifswald. Depuis sa retraite forcée, en 1935frgux de Hausdorff ne furent plus publiés en
Allemagne. Juif, Hausdorff risqua le camp de comregion et, lorsqu’en 1942 l'internement
devint imminent, il se suicida & Bonn, avec sa fenmghsa belle-sceur. [La rue ou ils habitaient
porte aujourd’hui son nom.]

Les contributions de Hausdorff au développementndathématiques se situent dans plusieurs
domaines. Son étude approfondie des séries débsucHa démonstration de théoremes sur les
méthodes de sommation et les coefficients de Foyi®21). Considérant les propriétés
d’ensembles numériques, il introduisit une classgoirtante de mesures et, en liaison avec elles,
une dimension qui peut prendre des valeurs artegaion négatives (1919). Il a étudié, en théorie
générale des ensembles, les ensembles partiellemiinés et a obtenu plusieurs théoremes sur
les ensembles ordonnés (1906-1909). En théorierigige des ensembles, il a démontré le
théoreme sur la cardinalité des ensembles borgi&is).

Outre des résultats isolés mais profonds en topleigen théorie des ensembles, Hausdorff a
surtout, par sesrundzige der Mengenlehrgosé les fondements d’une discipline. Fréchet,
désirant unifier la théorie des ensembles de Cagttée traitement des fonctions comme points
d’'un espace tel qu'on le rencontrait alors courantnen calcul des variations, avait inauguré
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I'étude des espaces abstraits (1906) en introdulaamotion d’espace métrique. Il existait alors
plusieurs approches a la notion d’espace topolegigausdorff réussit a établir des liens entre ces
différentes approches et a créer une théorie deaces topologiques et métriques englobant
parfaitement les résultats antérieurs. Il choisittdnstruire sa théorie des espaces abstraits sur |
notion de voisinage. Sa définition d’espace topiojog est exactement celle qu'on peut lire
aujourd’hui dans tout manuel de topologie. Il agopbhbn nombre de résultats nouveaux a la théorie
des espaces métriques, dont le plus profond éséteme affirmant que chaque espace métrique
peut étre étendu d’une maniére unique a un espateoe complet. Il effectua cette extension en
généralisant les constructions des réels de Mérdg €antor. Grace a son sens de I'équilibre et a
sa grande sensibilité esthétique, Hausdorff a suneloa I'exposé de sa théorie d&mindzige
der MengenlehréEléments de la théorie des ensembler forme trés dynamique, fournissant un
formidable élan a son développement ultérieur.

Hausdorff était un professeur méthodique snsaks cours, au contenu riche et rigoureusement
structuré, passérent au-dessus du niveau de siésuasid

Jeanne Peiffer (Encyclopedia Univés$al

La publication desEuvres completesde Felix Hausdorff est en cours chez Springer. &ll
inclut ses ceuvres littéraires et philosophiques)saiqu’une biographie.
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