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Quarante enfants dans une salle,
Un tableau noir et son triangle,

Un grand cercle hésitant et sourd
Son centre bat comme un tambour.

Jules Supervielle
Introduction

Le triangle est ici étudié dans son environnematinel, le plan affine euclidien, et I'on ne digfire
guére les propriétés affines des propriétés métsiques démonstrations choisies sont élémentaires :
elles utilisent les théorémes de Thales, MenelatiCeva, les propriétés des homothéties, des
produits scalaires, etc. On pourrait aussi les liétgar voie analytique, soit en partant des
coordonnées des sommets, soit en partant des @ugidtEuler des c6tés, soit en repérant les points
par leurs coordonnées barycentriques par rapparsamnmets. Enfin, on pourrait aussi utiliser les
nombres complexes : les calculs sont élégantemsidrend soin d’inscrire le triangle dans le cercle
unité!

L’excellent livre d’Yvonne et René Sortais, pubtiéez Hermann grace a I'indépendance d’esprit et
la souveraineté d’un éditeur hors pair, Pierre B&ra inspiré cet exposé, ainsi que les sympathiques
numéros de la revue Tangente consacrés au triahglecercle.

Les démonstrations ne sont pas toutes complétgspirement ou volontairement.
Les figures ont été tracées avec Cabri-géometre.

! Cf. mes chapitres Géométrie plane et nombres amg) § 3, et Calcul barycentrique.

2 Pierre Berés (1913-2008) a ouvert avant guerre une librairienae Friedland. Il a racheté les éditions
Hermann en 1956, et a longtemps imprimé les fakscde N. Bourbaki; son catalogue scientifique et
littéraire (1200 titres) est remarquable. Grandityiihile et expert, Pierre Berés possédait sixglesrante et
unellluminationsd’Arthur Rimbaud, parmi lesquell€zénie; il les a montrées au public en 2004.



1. Pythagore, Al'Kashi, Ptolémée..

1.1. Généralités

Définition : On appelldriangle la figure® plane formée par trois points A, B, C non alignés.
A, B, C sont lesommetsdu triangle, les droites (AB), (BC) (CA), ou lesgsnents [AB], [BC] et
[CA] les cotés

On distingue diverses sortes de triangles : retéangsoceles, rectangle-isocéles, équilatéraux,
scalénes (c’est-a-dire non isocéles), acutangles (es angles sont aigus), obtusangles (sinan), et

Si le plan est orienté, le triangle ABC sera diedi si le repéreﬂé ,A_é) I'est.
Notations: a=BC,b = CA, c = AB les longueurs des cotés du triangle,

A =(ABAC), B =(BABC), C = (CACB) A
les mesures des angles.
Si le triangle est direct, on peut supposer cesimedans [Or.

Dans sonHistoire de la géométrieEudemus de Rhodes, discipl
d’'Aristote, affirme que le résultat suivant fut déeert par les
pythagoriciens : B C

Proposition 1: La somme des angles d’'un triangle est égale a
Preuve: Mener de A la paralléle a la droite (BC), etééhir une seconde...
Proposition 2: L'aire d’un triangle est le demi-produit de laskgpar la hauteur.

Preuve: Elle découle des trois figures suivantes :

A A A

B C B H C B C H

Corollaire : Soient B et C deux points distincts fixé&sune droite
paralléle & (BC). Lorsque M décu, tous les triangles MBC on'
méme aire.

1.2. Le théoreme de Pythagore

Sur ma chair vient ta neoincave, Anaxagore ;
Et I'éternel me chante, appreau souvenir,
Un poeme d’hier, un poéme a venir :
« Tes disciples ardus le savaient, Pythago»

Jorge Luis Borges Nuit cyclique

Théoréme de Pythagoré : Le triangle ABC est rectangle en A si (
seulement s’ = b° + 2.

% Le mot « figure » n'a été défini nulle part. Uratrgle désigne ici, selon le contexte, tout & Ia l® triplet de
ses sommets, la réunion des segments qui les faigleedomaine convexe qu'ils délimitent, la réumitdes
droites joignant les sommets, leurs représentajoayshiques, etc.

“ Selon la légende, ce théoréme fut inspiré & Pgtieapar un carrelage égyptien composé de triamgtean-
gles isocéles, formant deux a deux ou quatre aejdat carrés, le carré formé de deux triangles EBtanoitié
de celui formé des quatre. Bien que la traditidribate universellement a Pythagore de Samos (580249 J-
C) le théoreme relatif au carré de I'’hypoténusen rie permet d’affirmer qu'il ait réellement ét&advert par



Nous démontrerons ici seulement la condition né&iessLa preuve géométrique visuelle la plus
simple du théoréme de Pythagore est sans douteivanse. Elle fut découverte au temps de
I'empereur Wou-ti ou Wudi (140-87 av. J.C.), lepltylorieux souverain de la dynastie des Han.

b C

b C

az+2bc=(b+c)2 et b+c)2=23c+b2+c2 d’an2=b2+c2!

C’est I'occasion de rappeler que les Grecs ne desai@nt pas I'algebre : leurs preuves devaient étr
géométriques. Comment montrar+ b)3 = ? Et comme la dimension 4 n’existait pas, poenails

calculer, et méme concevoig ¢ b)4 ? Les exposants d’ordre élevé ont attendu Dioghant Illé
siecle ap. J. C. ; quant aux polyndmes, ils attdeslarabes.
La preuve du mathématicien indien Bhaskara (11B)1Lést tres voisine :

ch

a c b

Le carré de gauche a pour aiiarzez 4.% + d2, oud est le coté

du carré central. La seconde figure indique duec — b. Un H |
calcul élémentaire conclut.

Exercice 1 : premiére preuve d'Euclide du thme gdjore
Soit T = ABC un triangle rectangle en A. On douis

extérieurement a T les carrés BCDF, ABGH et ACH hluteur B K c

issue de A recoupe BC en K et DF en E.

1) Montrer que les triangles BGC et BAF sontusgat que
I'aire de BAF est la moitié de celle du rectangiedk.

F E D

lui. Les écrivains tardifs, Plutarque (46 ap. J&thenaeus et Diogéne Laérce (200 ap. J-C), quttubuent
ce théoreme ajoutent que Pythagore a sacrifié wri poer célébrer cette découverte. lls se réféiem a un
distique d'Apollodore Il'arithméticien, mais celui-oe dit pas quel théoréme Pythagore a célébrécpar
sacrifice ! Tout en signalant ces doutes, le gi@iatbrien des mathématiques grecques Thomas Hpptrta
foi a la tradition. Mais il ajoute que les mathéiaa¢s indiennes peuvent aussi revendiquer ce timorE'A
pastamba-Sulba-Sutrajui remonte au moins au Véme siecle av J-C, Bgmatriangle rectangle de cotés 15,
36 et 39. Ajoutons que le chinois Liu Hiu démonahéoréeme de Pythagore en 270 av. J.C. La figiire
dessus est donnée dansikre du roi Chou-Pei-Suan



2) La parallele a BC issue de G recoupe AC eibnhtrer que l'aire du triangle GBC est la moitié
de celle du parallélogramme BCMG, puis de celleaiué ABGH.

3) Montrer de méme que le carré ACIJ et le regiaCKED ont méme aire. Conclure.

Exercice 2 : deuxieme preuve d’Euclide

1) Montrer que la somme des angles d’un trianglé deux droits.
2) Soit ABC un triangle rectangle en A, AH laubeur issue de A. Montrer que les triangles ABC,
HBA et HAC sont semblables. Conclure quezBCA\B2 +AC.

Exercice 3 : de Thalés a Pythagore

A
Soit T = ABC un triangle rectangle en A. La dedCB
recoupe le cerclE(B, BA) en M et N.
1) Montrer que les triangles CMA et CAN sont )
sduireA = CN " B M
semblables. En deduwgm CA -
A= CM .CN = CE? - AB? g
2) Montrer que CA= CM .CN =C AB".
3) Une corde issue de C recoupe le cdrada P et Q.

Montrer queC_M.CN = CP.CQ.

[Noter que B se projette sur la corde en le milelPQ, et
utiliser Pythagore.]

Exercice 4 ; preuve de Pappus du théoreme de Rythag

1) Soit ABC un triangle quelconque. On constdéux
parallélogrammes ABDE et ACGH sur les cotés AB €t A
Les droites GH et DE se coupent en M. La droite A

recoupe BC en N. Soit P le point tel qi¢P = MA.
Montrer que tout parallélogramme BCKL dont les satsnm
K et L sont situés sur la paralléle a BC menée aepBur
aire la somme des aires des parallélogrammes.

2) On suppose le triangle ABC rectangle en Apmet
suppose que ABDE et ACGH sont des carrés. Retrol
Pythagore.

Exercice 5 : preuve de Garfield (187%)

Soit BADE un trapéze rectangle en A et D, tel que
AD = AB + DE.
Sur le segment AD on porte le point C tel que ABD-
1) Montrer que le triangle BCE est rectangleéde.

2) En calculant de deux maniéres l'aire du tzapeetrouver
Pythagore. A

Exercice 6 : une généralisation de Pythagore
Soit ABC un triangle isocele en A, M un point deC)BMontrer
que AE = AM® + MB.MC .

® James Abraham GARFIELD (1831-1881), élu en 1881 vingtiéme président dassEnis, fut assassiné 6
mois et 15 jours aprés son investiture. Pour uisegfo’'un président américain était philomathe !...



Exercice 7 : une preuve par découpage
Indiquer une preuve par découpage de Pythagorgéetmypar la figure ci-dessous :

1.3. Al-Kashi, Ptolémée, etc

Si I'on veut faire de la géométrie plane sérielisigut introduire ici deux notions duales I'une de
I'autre, le produit scalaire et le produit mixte @sux vecteurs.

T

produit scalaire produit mixte

— Le produit scalaire ﬁ?(: que l'on peut définir parATé.R = ﬁ.m, ou H est la
projection de C sur la droite (AB), est une forniambaire symétrique définie positive.

- Le produit mixte [ AB, AC], que I'on peut définir comme l'aire orientée dargllélogramme
construit sur les vecteurBB et AC, est une forme bilinéaire alternée.

Ona AB.AC = AB.AC.cosB et [ﬁ ,KCE] = AB.AC.sinB ,ou b= (ﬁ ,KCE).
Il résulte de ces définitions que
| AB.AC | < AB.AC avec égalité ssi les vecteurs sont calires.
|[AB,AC]| < AB.AC avec égalité ssi les vecteurs sont orthagan

Théoréme d’Al Kashi : a> = b” + ¢ - 2bc.cosA.
Preuve: simple conséquence de la bilinéarité du prodsitegre !

a2= %2= (KCE— Né)2= E2+ NBZ—Z.E.E =b2+02—2bc.cosA.
Cela permet de montrer Pythagore et sa réciproque.

Autre preuvemoins anachronique, ou I'on déduit Al Kashi dehagore.
Notons P la projection de C sur (AB).

C C

|
|
|
|
|
|
i
|
; [
A P B P A B




Par Pythagore,a> = BC = PE + CF = (AB-AP)?+ CP?
AB2-2 AB AP + AP®+ CP?
AB%-2 AB AP + A_C2 par Pythagore derechef.
Or AB.AP = 2hccosA...

Corollaire : Le triangle ABC est rectangle en A sa;2| = b2 + 02 .

Proposition 2 : (inégalité du triangle).
Les cotés, b etc vérifient les inégalités : [b—c| <a < b+c.
Proposition 3: Soienta, b, ¢ trois réels > 0. Les propositions suivantes sqotv@lentes :
i) Il existe un triangle de cétés b, c;
i) Ona:a<b+c,b<c+aetc<a+b;
iii) Ona: b-c|<a<b+c;
Preuve: L’équivalence ii) = iii) est laissée en exercice. L'implication4} ii) découle de la prop.

précédente. On vérifie que iii) impliqlgz% O0]-1, +1[. Soit A = Arccos b2+2cl:) & M0, .

Tout triangle ABC d’angIeA et de cotéb etc répond a la question.
NB : La conditiona > b + ¢ signifie que les cercles (B) et (C,b) sont extérieurs I'un a l'autre ; la
conditiona < |b — c| signifie que I'un est intérieur & I'autre. Noewviendrons sur ce sujet au § 6.
Proposition 4: (identité de la médiane). A
Soient ABC un triangle, I le milieu de BC. On a:

4.Af + BC = 2.( AR + AC),

Preuve: 2.Al = AB + AC. Elever au carré scalaire, etc.

Corollaire 1 : Le triangle ABC est isocele en A si et seulensria

médiane et la hauteur issues de A sont égales. B | c

Corollaire 2 : Le triangle ABC est isocele ss’il a deux médiadesnéme longueur.

Proposition 5: (identité de Ptolémée)
Soient A, B, C et D quatre points du plan. lissfatit AC.BD< AB.CD + AD.BC.
Il'y a égalité ssi le quadrilatére ABCD est instilije et convexe.

Preuve: Transformons le triangle BCD par I'inversion gdéle A et de B'
puissance 1.
Le triangle image B'C’'D’ satisfait a B'D& B'C’ + C'D’, donc
BD BC , CD .

AB.AD : ABAC ACAD° -
Il reste a multiplier par AB.AC.AD. Il y a égalitesi B’, C' et D’ sont ¢ e
alignés dans cet ordre, ce qui, compte tenu dgwiptés de l'inversion, D
signifie que A, B, C et D sont cocycliques dansardte.. D*

Proposition 6: Un triangle est équilatéral si et seulementesil équiangle.

2. Cas d’éqalité, cas de similitude

2.1. Cas d’éqalité

Définition : Deux triangles ABC et A’'B’C’ sont ditsométriques ou (par abus)gauxs’il existe
une isométrie planktelle quef(A) = A’, f(B) =B’ etf(C) =C

Proposition: Si les triangles ABC et A'B’'C’ sont egaux aldes c6tés et les angles homologues
sont égaux a=a, b=0b", c=c, A= A' B=BetC=C (angles non orientés).



Les fameux cas d’égalité des triangles sont deéprazpies de la proposition précédente :

Théoréme: Les triangles ABC et A’'B’'C’ sont égaux dans lasig cas suivants :

1% cas d’égalité: Sia=a, b=b' etc=c.
2°™ cas d'égalité: Sib=b", c=c' et A=A

A

3*Mcas d'égalité: Sia=a’, B = B etC=C.

2.2. Cas de similitude

Définition : Deux triangles ABC et A’'B'C’ sont ditsemblables(resp.directement semblabley
s'il existe une similitude plane (resp. diredtédlle quef(A) = A", f(B) =B’ etf(C) =C

Proposition : Si les triangles ABC et A’'B’C’ sont semblabledora les c6tés homologues sont
a_b_c

proportionnels : D" , et les angles homologues sont egauﬁx A' B=B etC=C'.
Théoreme: Les triangles ABC et A'B’'C’ sont semblables dd@s trois cas suivants :
1* cas de similitude: 5 & =2 = €
a b ¢
2°™ cas de similitude: Si % % et A=A,

3™ cas de similitude: Si B=B' et C=C'.

2.3. Une application

Soit ABC un triangle donné, trouver un poinEIHAB] et un point Q
O [AC] tels que BP = PQ = QC.

Si ABC est isocele en ,Aa réponse est simple : PQ est paralléle a BB@est bissectrice de
'angle B.

Analysons la figureen supposant AB < AC.

Soient PJ [AB] et Q U [AC] deux points tels que BP = QC.
Soit J le milieu de I'arc BC du cercle circonscqti
contient A. ‘

Les triangles JPB et JQC sont égauX'{Ras d’'égalité) car
JB =JC, PB = QC et PBJ = QCJ (angles inscrits).

Du coup, le triangle mobile JPQ est isocéle, etere
semblable au triangle fixe JBC, car JP = JQ et BRIQ
(2°™ cas de similitude). Reste a écrire que BP = PQ.

PJ _ BJ - BJ
CommePQ BC' onaBP =PQs B BC

P est l'intersection du segment AB et du cerclealats de

- - J - BJ
base B et J, lieu des points M tels G‘%B BC:
(Ce cercle passe par C, on peut le construireégla et au

compas).

Synthese Le point P existe ssi ACRAB < AC.
En effet P se trouve entre A et B %% B‘] .OrBJ =2R. co‘%, AJ = 2R.cos(C -l%).
AB = 2R.sinC, BC = 2R.sinA. Un peu de trlgonométnimclut.



3. Théorémes de Menelaus et Ceva

Ces deux théorémes, de nature affine, ont jougamdgéle pour montrer I'alignement de points et
le concours de droites, avant que Descartes n'teviengéométrie analytique. Leur étoile a un peu
pali depuis lors, mais ils restent d’'un usage éiéga

Théoréme de Menelaii$ : Soient ABC un triangle du plan affine, A’, B’ @ois points situés resp.
sur les droites (BC), (CA), (AB). Alors on a I'égalence :

‘:.]‘

A’, B’ et C’ sont alignés- A= =2 =0 = 4],
AC B'A CB

Avant de démontrer ce résultat, observons que, idapkan réel, le théoréme de Thalés est un cas

limite de celui de Menelals : en effet, Iorsquufdumsversalﬁ A'B'C’ devient parallele a la droite

BC : A’ est rejeté a I'infini, &2 AB tend vers 1, e& CA =+1;dou == BC CB . C'est Thalés.
AC B'A CB BA CA

En ce sens, on peut dire que Menelats generalaleﬁ?ﬂ\lous allons voir gu’il en découle.

Preuve par Thalés

1) Supposons A’, B’, C’ alignés sur la transverdal&oit D une droite quelconque non paralléle a
A. Elle rencontré\ en |. Menons de A, B, C les paralléleA qui rencontrent D ea, (3 ety resp.

Par Thales£&2 = = | 2= = =% | =2 = 1a i reste a multiplier.
AC |y BA | B |

NB : On peut prendre pour droite D la droite AB.

On a alors &= AB _ CAB BC Cy . Multiplier par rCA
AC Cy BA " CA CB

2) La réciproque se montre par coincidence.rbdelB’C’ recoupe BC en A”.

Par hypothese.f°‘= BC CA -1 Envertude 1), on&B BC CA_ g
AC BA CB A'C BA CB

On en déduitA= = ﬁ. Il en résulte A’ =A”.
AC AC

Preuve par les homothéties
1) Supposons A’, B’, C’ alignés. Notons :

® On sait peu de choses MEENELAUS d’Alexandrie (env. 70-130 ap. J.-C.). Ptolémée mentionne djt'il
des observations astronomiques a Rome le 14 ja@8ieParmi ses nombreux ouvrages, seuleSphériques
ont survécu ; il y étend la géométrie plane d'EHlekh la géométrie sphérique, en relation aveadasmie. Le

théoréme dit « de Menelalis » sur les transversalesriangles plans était connu avant lui : Merelgtendit

aux triangles sphériques. Les mathématiciens axaftesaduit et commenté ses ceuvres.



f 'homothétie de centre A’ qui envoie C sur B= Hom (A’, ":‘=:g)
g 'homothétie de centre B’ qui envoie A et @ = Hom(B’, g=§ ).

f 0 g est une homothétie ca% §=i # 1 (sans quoi on aurait A'B’ // AB).

f og envoie A sur B : son centre est sur la droite &Bsur la droite A'B’. C’est donc C'.

On af og = Hom(C’, AB BC) Mais (fog)(A) = AB BC CB . Et voila !
AC AC BA CA
AB BC CA _
2) Réciproquement, suppos —_— =0 = +],
) prog pp AC BA CB

Soientf = Hom(A’, AB) g = Hom(B’, BC) h=Hom(C’, CA)

fogohest!l’ |dent|te, car c'est une translatlon qui eevB sur B.
Par conséquentog = h_l, et les trois centres d’homothétie sont alignés.

Exercice : Prouver Menelals en prenant pour regitires (A,Né ,TC).
Exercice : Prouver Menelals en prenant pour basB,(&) (coordonnées barycentriques).

Les deux exercices précédents, incongrus histarigag ne sont qu’une vérification moderne... Le
théoreme de Menelais est un élégant outil pour d&erd’alignement de trois points dans le plan,
outil indispensable a une époque ou les coordonméasstaient pas. Il fournit en particulier une
belle démonstration du théoréme de Pascal.

Théoréme de Cevd (1678) : Soient ABC un triangle du plan affine, B’, C’ trois points situés
resp. sur les droites (BC), (CA), (AB). Alors offiéquivalence :

Les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes paralleles= AB BC CA__;

Le cas ou les droites sont paralléles est un oaitelile point d’intersection est « rejeté a I'mifi>.
On voit donc la géométrie projective pointer som.ne

A

Preuve par Thalés

1) Supposons les droites AA’, BB’ et CC’ concantes en
O. Menons de B et C les paralleles a AA'. Ellescmarirent
CC' en D et BB’ en E. Par Thalés

BC_CE CA_AO AB_OB__B
BA AO CB BC' ' AC OE

Il reste a multiplier.

o

AI C

" Giovanni CEVA (Milan 1647 - Mantoue 1734). Aprés des études dansollége jésuite de Milan, Ceva
poursuivit ses études a l'université de Pise, @ndeigna avant d’étre nommé en 1686 professeurades-
matiques a l'université de Mantoue. Il y fit toi carriére, d’abord sous les Gonzague, puis,t& gar1708,
sous les Autrichiens. Avant tout géometre, Cevadéat I'un des plus importants résultats de largétrie
synthétique du triangle, entre les Grecs et le E9gikcle : le fameux théoreme de Céva, publié &8 tans
De lineis rectis Il redécouvrit le théoréme de Meneladis. Il stiatsa aux applications de la mécanique et de la
statique aux systemes géométriques. Il affirmalgsigériodes des oscillations de deux pendulesrétdans
le méme rapport que leurs longueurs, erreur qotitigea plus tard. Il publi®puscula mathematicél682)
puis Geometria motug$1692), ou il anticipe le calcul infinitésimal. BaDe re nummerarig1711), I'un des
premiers traités d’économie mathématique, il chergs conditions d'équilibre du systéme monétaitam d
état comme celui de Mantoue. Il fit des recherairediydraulique, et publi®pus hydrostaticunil728) ; il
utilisa ses compétences pour s’opposer, avec sucisprojet de détournement de la riviere Rems keePo.



Si les droites AA’, BB’ et CC’ sont paralleles Gt rejete a l'infini ».

Par Thales=== BC _ ﬁ: C_A = C_A' @ = % =- BA . Il reste a multiplier.
B'A CA

BA'CB CB AC OE

2) Supposon& BC CA__;
AC BA CB

Si les droites AA’ et BB’ se rencontrent en O, m#@On AB = C”. Comme les droites AA’, BB’

et CC” sont concouranteé BC % =-1.0nen dedw% C A ,donc C'=C".
AC BA C'B C'B

Si les droites AA’ et BB’ sont paralléles, la pd&td menée de C coupe AB en C”, et on conclut de
méme.

Preuve par Menelailsrsque AA’, BB’ et CC’ sont concourantes. Applans ce théoreme :

a la transversale BOB’ du triangle A’AC 22 BA B=C. OA =1.
BC B'A OA

@
o)

OA -y
‘oA

a la transversale COC’ du triangle AA'B %g

0|
)>

Il reste a diviser membre a membre.
Exercice : Prouver Ceva en prenant pour repereeaffA, AB, AC).
Exercice : Prouver Ceva en prenant pour base (&)B¢oordonnées barycentriques).

Exercice ; Menelais & Ceva

On se donne un triangle ABC, et trois poiatsur BC,3 sur CA,y sur AB.

Soienta’ le conjugué harmonique de par rapport a B et &’ le conjugué harmonique d& par
rapport a C et Ay le conjugué harmonique depar rapport a A et B.

Montrer I'équivalence :a, B ety sont alignés= les droites A’, Bf’ et Cy sont concourantes.

Exercice : Menelais & Ceva

On se donne un triangle ABC. Une transversale pedes c6tés BC em, CA enf3, AB eny.

Soient O un point de Dy, B’ ety les symétriques de, B ety par rapport a O.

Montrer que les droiteso’, BB’ et Cy sont concourantes.

Exercice : Ceva & Ceva

On se donne un triangle ABC, et trois points A’ &€, B’ sur CA, C’ sur AB. On suppose les
droites AA’, BB’ et CC’ concourantes en O. Soienf3 ety les milieux respectifs de B'C’, C'A’ et
A'B’. Montrer que les droites &, B3 et Gy sont concourantes.

4. Concours et cercle d’Euler

Dans ce paragraphe, nous adoptons en général\ard@mn suivante : si P est un point du plan, les
droites (AP), (BP) et (CP), ditegviennespassant par P, coupent resp. (BC) gn ECA) en B et
(AB) en R, du moins lorsque ces points existent.

Le site de Clark Kimberling cité en fin de chapitépertorie des millierde points remarquables liés
a un triangle ABC, et les numérote X(1), X(2), X(&)c? Il ne faut pas s’étonner qu'il y en ait tant :
dés qu’un point remarquable M est trouve, le tri@mgvien associé MgMc a lui aussi ses points
remarquables, lesquels sont aussi points remaregiahl triangle de départ : ainsi du triangle
complémentaire, du triangle orthique, etc. Et & Yien d’autres triangles remarquables. Certains
points coincident, et cela fait les délices desyg#oes du triangle. Mais ceux-ci s’intéressent iauss

8 X(1) désigne le centre du cercle inscrit, X(2cémntre de gravité, X(3) le centre du cercle circaihsX(4)
I'orthocentre, X(5) le centre du cercle des 9 mmid(6) le point de Lemoine, X(7) le point de Garge, X(8)
le point de Nagel, X(11) le premier point de Feaet etc.
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aux cercles, aux coniques et aux cubiques assagigrgriangle. Nous nous intéressons ici aux 10
ou 12 premiers points de la liste de Kimberling.

4.1. Médianes, centre de gravité

Proposition 1 : concours’ des médianes, centre de gravité
Soient G, Gg et G¢ les milieux resp. des segments BC, CA et AB. Lésliames AG, BGg et
CGc du triangle ABC concourent en un point G, isobangee de A, B et C, appelé aussitre de

gravité du triangle. Ce point G est situé aux deux tierstthque médianee. AG = % AG, , etc.

C’est 'unigue point du plan qui satisfaiGA + GB + GC = 0.

Preuve: Ce résultat, de nature affine, a été démontné tiachapitre de géométrie affine. Il découle
de l'associativité des barycentres. Voici deux pestélémentaires, utilisant Thalés.
1°"® méthode Je dis que le point d’intersection G des médid@®g et CGe est aux deux tiers de
chacune d’elles. Pour le voir, introduisons lesieni
A respectifs M et N de BG et CG.

Par Thalés]\m = % BC = @

ac GB Du coup, MN@Gc est un parallélogramme ; ses
diagonales se coupent en leurs milieux. On a donc
GgG = GM = MB et GG = GN = NC. Ainsi, la médiane
M BGpg passe par le point situé au tiers decCBe méme,
B C la médiane issue de A passerait par ce point.

2éme

méthode Les médianes B et CG se coupent en G
Menons de @& et G les paralleles a la médiane BGElles
recoupent AC en P’ et R’ resp. P’ est milieu degCRB’ milieu de
IgA. Par Thale<CG/Cl. = Clg/CR= 2/3.

G est aux deux tiers de la médianecCGe méme, il est aussi au
deux tiers de Bg. Par raison de symétrie la médianeA@®coupe
BGpg aux deux tiers de Bg; donc elle passe par G.

B P C

Proposition 2 : Le centre de gravité G est I'unique point dunptendant minimum l&onction de
Leibniz : f(M) = MA2 + M82 + MCZ. Ce minimum vaut G%\+ 682 + GC2 = w.
Ainsi, le centre de gravité est aussi le centreattie des sommets pondérés par des masses égales.

Preuve: On af(M) = M—A2 + W_’;Z + MC 2= (% + G—A)2 +etc. = 3%2 +f(G).
Définition : Le triangle G GgGc est appelériangle complémentairedu triangle ABC.

Exercice : Montrer qu’il a méme centre de gravitthéme fonction de Leibniz que le triangle ABC.

Proposition 3: Le centre de gravité G du triangle ABC est alssientre de gravité et le centre
d’inertie de la plaque triangulaire de sommets ABCpndition de la supposer homogene.

Preuve: Voici une preuve élémentaire, évitant tout res@ux intégrales doubles.

® Je ne trouve pas le mot « concourance » danstieriaire, mais seulement le mot « concurrencgipn’a
pas le méme sens. Méme notre vocabulaire est lisigitel.e seul mot disponible est celui de consoutilisé
par mon ami Jean-Denis Eiden.
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Considérons la symétrie oblique S par rapport @éddiane AG parallelement a la droite BC. Les
triangles ABG, et AGAC ont méme aire orientée : la moitié de celle tangle ABC. Les centres de
gravité des deux plaques triangulaires AB& AGAC sont I'image I'un de I'autre par S. Le centre
de gravité de la plague ABC est donc situé surddiame AG,. Il est de méme situé sur les autres
médianes. Cgfd.

NB : En revanche, le centre de gravité d’'un triaregiefil de fer homogéene est le barycentre des
milieux Ga, Gg, Gc pondérés par les longuewasb, c. On en déduit aisément que c’est aussi le
centre du cercle inscrit du triangle complément&ix&gGc : c'est lepoint de Spiekerdu triangle.

4.2. Médiatrices, cercle circonscrit

Proposition 4 : concours des médiatrices, centre deercle circonscrit.

Les médiatrices des segments AB, BC et CA concowanun point O, qui est le seul point
équidistant de A, B et C. Le cercle de centre Gaispar A, B et C est diercle circonscrit du
triangle ABC ; O est donc leentre du cercle circonscritau triangle.

Preuve: Comme A, B et C ne sont pas alignés, les dr¢A&) et (BC) ne sont pas paralleles. Les
médiatrices des cbtés AB et BC se coupent en unt @iqui vérifie OA = OB = OC. O se trouve
donc sur la médiatrice de AC. Et le cercle de eBtet de rayon OA passe par A, B et C.

Remarque Si le triangle ABC est acutangle, O est intérigutriangle ABC. S'il est rectangle, O est
le milieu de I'hypoténuse. S'il est obtusangle,sDextérieur au triangle ABC.

4 .3. Hauteurs, orthocentre

Proposition 5 : concours des hauteurs, orthocentre o ' B'

Les hauteurs AR, BHg et CH: du triangle concourent en ui
point H appelérthocentre du triangle.

[]

Preuve Le concours des hauteurs est moins facile aiégin B
les précédents.

1°™ méthode Menons de A, B et C les paralléles aux droites E
CA et AB resp. Elles délimitent un triangle A’'B'@ont A, B et

C sont les milieux des c6tés. Ce triangle esaudiicomplémentaire du triangle ABC. Les hauteurs
du triangle ABC ne sont autres que les médiatricesiangle A'B’C’, donc elles concourent en un

point H, qui est le centre du cercle circonsc#tR'C’.

A

2° méthodeElle repose sur le :
Lemme: (OM) MA.BC + MB.CA + MC.AB =0.
Lemme facile a établir, en prenant M ou tout aptist comme origine.

Si les hauteurs issues de A et B étaient parallidesiroites BC et CA seraient aussi parallélescd
A, B et C seraient alignés. Ces hauteurs se cowjperaten H. En vertu du lemme précédent
appliqué a M = H, H est sur la hauteur issue de C.

3™ méthode appliquer le théoréme de Ceva aux trois hauteurs
5o A
Si P est le pied de la hauteur issue deﬁé - _lanC , etc.
PC tarB
Proposition 6: Les symétriques de I'orthocentre H par rappox &
c6tés du triangle appartiennent au cercle circanscr H

Preuve La hauteur issue de A recoupe le cercle circaneorS.
On a, d’'une part,

(Eéﬁ)) = (KSR) (en tant qu’angles inscrits)




d'autre part, BSBC) = (BC,BH ) = % -C.

Du coup, (géﬁ) = (B_C:a-f). La droite BC est donc a la fois bissectriceaatthur du triangle

SBH. Celui-ci est donc isocéle, et S est le symegride H par rapport a (BC). Ce symétrique est
donc bien sur le cercle circonscrit.

Proposition 7 (Euler, 17659 : Les points O, G et H sont alignés et tels @ = 30G.

Preuve: Considérons I'homothétie de centre G et de rapiarElle envoie le triangle £5gGc sur
le triangle ABC. Elle envoie I'orthocentre du trigde Gy GgGc sur celui du triangle ABC.

Or l'orthocentre du triangle 5gGc n'est autre que O. Par conséquﬁ =-2GO. cqfd.
Autre preuve Soit X le point tel qu& = OA + OB + OC.

AX =0OX -0OA=0B + OC =2.0A , ou A’ est le milieu de [BC].
La droite (OA’) est la médiatrice du segment BC.
La droite (AX), qui lui est paralléle, est donc pendiculaire & (BC) : c’est la hauteur issue de A.
Par symétrie, les droites (AX), (BX) et (CX) soas Ihauteurs du triangle : cela démontre derechef

leur concours : X = H, et, de plu@—H = 3.&.

Remarque La formule OH = 30G est évidente pour un triangle rectangle. Pourriamgle
isocéle, elle découle aisément de Thales, commmidre la figure ci-dessous :

A

B = C

Proposition 8: Les symétriques de H par rapport aux milie
des cOtés sont sur le cercle circonscrit.

Preuve: Il découle de la preuve précédente que
AH =20A.
Soit K le symétrique de H par rapport a A’

AK =AH +HK = 2.(OA+AK ) = 2.0K. H O
Du coup, O est milieu de AK et K appartient au =er
circonscrit.

Proposition 9: Pour que le triangle ABC soit équilatéral, B A C
faut et il suffit que deux des trois points O, H, sBient K
confondus.

Définition : Si ABC n’est pas équilatéral, la droite OGH a&gpeléalroite d’Euler du triangle.

19 Ce théoréme parut en 1765 sous le @odutio facilis problematum quorundam geometricoruiifficilli-
morumdans le journaNovi commentarii Academiae Petropolitanae
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4.4. Cercle des neuf points

Théoréme 10: cercle des neufs pointsLe milieu Q du segment OH est le centre d'un cercle
passant par neuf points remarquables : les mili@xGg et G des cbtés, les piedsaHHg et He

des hauteurs et les milieuxnKKp et Kc des segments HA, HB et HC.
Ce cercle est appetercle d’Euler oucercle des neuf pointglu triangle.

Preuve: L’homothétie Hom(H, 1/2) envoie le cercle cirsort au triangle ABC sur un cercle
passant par les milieux de HA, HB et HC. En verual prop. 5, ce cercle passe par les pieds des
hauteurs. En vertu de la prop. 7, il passe pamiésux des c6tés. Il a pour cenfe milieu de OH

et pour rayon R/2.

Gc Gb

Variante sans la prop. 7. L’homothétie Hom(&l/2) envoie le cercle circonscrit au triangle ABC
sur le cercle passant par les milieux des cotése@de a aussi pour cenfe(pourquoi ?), et pour
rayon R/2. Il coincide avec le précédent. Et voda neuf points sur le méme cercle.

Voici une élégante preuve indiquée par Gilles Boutt

Par ThaIés,CTS' = %ﬁ = KgK¢. Le quadrilatere

C'’KgKcB’ est donc un parallélogramme. C’est méme
rectangle, car C'K// AHOC'B'.

Les sommets C', K, K¢ et B’ de ce rectangle se trouvel
sur un cerclel. Comme l'angle KKHgB’ est droit, Hs 0
appartient au cercle de diametrgBX, c’est-a-dire d . De -
méme, K appartient & . _ -
Ce cercle passe donc par six des neuf points. /b\

Il a pour centre le milieu de gB’, et par raison de

symeétrie, il passera paralKHa et A’

Comme il passe par A'B'C’, il se déduit du cercleconscrit par 'homothétie Hom(G;1/2). En
vertu de la prop. 6, il a pour centre le milieuQid.

Exercice : Quels sont les orthocentres des triangeB, HBC et HCA ? En déduire que le cercle
d’Euler du triangle ABC est aussi celui des trimsgHAB, HBC et HCA.

Qui a trouvé le cercle des neuf points ?

Leonhard Euler (1707-1783) a montré I'alignement des points (t@l et la propriété les reliant.
On lui préte aussi l'intuition du cercle des siirs. Il a fondé la géométrie du triangle.

L’ingénieur civil anglaisBenjamin Bevan spécialiste de la construction des canaux, posi8é4
la question : Montrer que le centre O du cercle circonscrit a tmiangle ABC est le milieu du
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segment joignant le centre | du cercle inscrit aatce du cercle circonscrit au triangle excentietl,
gue le rayon de ce cercle est le double de cetaonscrivant ABC» On pense gu’il connaissait |a
cocyclicité des neuf points. John Whitley publia &B08 un article sur kes propriétés
caractéristiques du cercle des neuf pomians la revu&entleman’s Mathematical Companion
Le francaisCharles Brianchon (1785-1864) démontra la cocyclicité des neuf moidans leg
Annales de Gergonrnen 1821.Jean-Victor Poncelet(1788-1867) fait mention explicitement de ce
cercle dans ces mémes Annales.

L'allemandKarl Feuerbach (1800-1834) publia ses recherches en 1822, umpm@s &rianchon. |
démontre que le cercle des neuf points est tarmgeoercle inscrit et aux cercles exinscrits : leleg
des 9 points contient donc 13 points remarquahlesrancaisOlry Terquem (1782-1862) publig
une seconde preuve analytique des résultats deldaehe

5. Droites de Wallace-Simson

5.1. Droites de Simsaon

Proposition 1 : droites de Wallace-Simson*
Soient M un point du plan, P, Q et R ses projestic
respectives sur les droites BC, CA et AB. Pour c
P, Q et R soient alignés, il faut et il suffit degoint
M appartienne au cercle circonsdritdu triangle. A
tout point M du cercle circonscrit est associértzitd
PQR, ditedroite de Simsonde M.

Idée de la preuve .
Supposons d’'abord que M n’appartient a aucune
droites (AB), (BC) et (CA).

Ona (PQPR)=(CACM) + (BM,BA) (modmn)
On en conclut que P, Q et R sont alignés si
seulement si M appartienta- {A, B, C}.

Si M appartient a (ABY (BC) O (CA), les points P,
Q et R sont alignés si et seulement si M apparéidat, B, C}.

Corollaire : Soient M un point, P’, Q' et R’ ses symétriques gagport aux droites BC, CA et AB.
Pour que P’, Q’, R’ soient alignés, il faut et iifit que M appartienne au cercle circonscrit au tr
angle. A tout point M du cercle circonscrit estaass la droite P’Q’'R’, ditedroite de Steinerde M.

5.2. Paraboles tangentes aux trois cotés d'undngle.

Une conique est di@scrite dans un triangle si elle est tangente aux traiéscde ce triangle.
Nous allons montrer que le lieu des foyers deshpdea inscrites dans un triangle est le cercle
circonscrit privé des sommets.

Théoreme 2: Soit ? une parabole inscrite dans le triangle ABC. Sorerffd- appartient au cercle
circonscrit, la tangente au sommet est la droit&Sieson du point F et la directrice la droite de

" william WALLACE (Dysart, Ecosse, 1768 - Edimbourg 1843). Autodiel@n mathématiques, Wallace
gagna sa vie en travaillant chez un relieur et@mednt des lecons de maths. Il devint professeunatbé-
matiques a I'’Académie de Perth en 1794. Playfaicdunseilla de briguer le poste de professeur aile@»
militaire royal de Great Marlow, puis il fut nomneé 1819 professeur de maths a l'université d’Edumgo
Les travaux de Wallace portent sur la géométriediaite dite « de Simson » apparait pour la premiéis
dans un papier de Wallace de 1799 ; c’est par eqee Servois attribua cette découverte a Simsailadé
publia deux ouvrages, des articles d’astronomidénetnta le pantographe, instrument pour dupliques
figure géométrique a une échelle réduite ou ageandi

Théoréme de Wallace-Bolyai-GerweirPour que deux polygones plans se déduisentdaliautre par des
découpages en un nombre fini de polygones, ildailtsuffit qu’ils aient méme aire.

En dimension 3, il n'existe aucun théoréme anapgomme I'a montré Max Dehn en 1901.
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Steiner du point F relatives au triangle. Récipmyant, tout point F du cercle circonscrit privé de
{A, B, C} est foyer d’'une parabole inscrite dansti@ngle : c’est la parabole de foyer F et ayant
pour directrice la droite de Steiner de F.

Preuve: Rappelons que § est une parabole de foyer F, de tangente au sometede directrice D,

les projections de F sur les tangentes a la pagallétrivent la tangente au sommet, et les
symétriques de F par rapport aux tangent@slécrivent la directrice D.

Il en découle aussitbt que les projections P, Qe sur les cotés (BC), (CA), (AB) sont alignées.
appartient donc au cercle circonscrit, et la dr&i@R, droite de Simson de F, est la tangente au
sommet de la parabole. Quant a la droite de Stemé&, c’est la directrice d@

Réciproque, détails et approfondissements danaiSopt 66 a 71.

La figure ci-dessous montre qu’une parabole inscléins un triangle est en fait exinscrite.

5.3. Hypocycloide de Steiner

Steiner a montré que, lorsque M décrit le cercteotiscrit, la droite de Simson enveloppe une
hypocycloide a trois rebroussements ou deltoidantrente au cercle d’Euler. Le cercle d’Euler
contient donc plus de 9 points remarquables :ut faur adjoindre les 4 points de contact avec les

cercles inscrit et exinscrits, et les 3 points datact avec I'hypocycloide de Steirf@Noici un
exercice a ce sujet.

12 Jakob STEINER (Utzensdorf 1796 - Berne 1863), fils de paysamsnahiques du canton de Berne,
n'apprit a lire et écrire qu'a 14 ans, et travaillda ferme jusqu’a 18 ans. Il alla alors a I'écalentre le désir
de ses parents. Il étudia a I'école de Pestalo2¢verdon, ou son extraordinaire intuition géométacdfut
découverte. et aux universités de Heidelberg eBeldin a partir de 1821, donnant des lecons pdidias
pour gagner sa vie. Vers 1824, il découvrit lagfarmation géométrique appelée inversion, maig ipublia
pas son travail. Il fut un des premiers contribtgeauJournal de Crelle fondé en 1826, premiére revue
entierement consacrée aux mathématiques. En 1832cut un doctorat honoraire de l'université de
Kdnigsberg. Deux ans plus tard, il occupa la chdiegéométrie créée pour lui a l'université de iBerlil
garda ce poste jusqu’a sa mort, et devint membi&dadémie prussienne des sciences.

Steiner est un des créateurs de la géométrjegbire, branche de la géométrie étudiant les pétds qui
sont conservées quand une figure est projetéensptan. L'ouvrage de Stein@éveloppement systématique
de la dépendance des formes géométriques I'unéaded (1832) contient une discussion approfondie du
principe de dualité, un principe de géométrie mibye qui affirme que, si 'une de deux théoriealds est
vraie, l'autre est aussi vraie. Adversaire de Bhlge et de I'analyse, il proclamait que le cal@amhplace la
pensée tandis que la géométrie la stimule. C'esttitgant exclusivement des méthodes synthétiqueis a
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Hypocycloide de Steiner d’'un triangle Point de Miquel d’'un quadrilatérecomplet

Exercice : 1) Deux points P et Q décrivent le @r€(O, a) de facon que @FQ) =

—2.(6(,65). Montrer que la droite (PQ) enveloppe une hyplmige a trois rebroussements.
2) Soit ABC un triangle. A tout point M du cezdirconscrit on associe sa droite de Simson S(M).

Montrer que, si M et M’ sont diamétralement opposkés droites S(M) et S(M’) sont
perpendiculaires, et que le lieu de leur pointtdiisection est le cercle d’Euler.

3) La droite de Simson S(M) coupe le cercle tBEen N et Z. Montrer que lorsque M varie, les

arcs décrits par N et Z sont dans le rapp@ii.e. que Z_le -2NN, . En déduire que S(M)
enveloppe une hypocycloide a trois rebroussements.

5.4. Quadrilatéres complets

Définition : On appelleguadrilatére complet la figure formée par six points ABCDEF, ou ABC est
un triangle et DEF une transversale de ce triangle.

Théoreme 3 : point de Miquel d’un quadrilatere compet.

Soit ABCDEF un quadrilatére complet. Les cerclesariscrits aux triangles ABC, DBF, AEF et
CDE sont concourants en un point K, gliint de Miquel du quadrilatére.

Preuve: 1l est facile d’établir que les cercles ABC eBPne sont pas tangents en B. lls se coupent
donc en deux points, B et K. Soien{, K>, K3 et K4 les projections respectives de K sur (BC),
(AC), (AB) et (DE). Comme K appartient au cercleconscrit au triangle ABC, les pointg KK» et

K3 sont alignés. Comme K appartient au cercle cirmangu triangle DBF, les pointsiKK3 et Ky

sont alignés. Du coup, les quatre pointsskint alignés. Par suite, K appartient aussi auglese
circonscrits aux triangles AEF et CDE.

démontré gqu’une surface du troisieme degré consentement 27 droites, théoréme dont la démorwtrati
semblerait relever de I'analyse. Il trouva la tfan®ation de Steiner, I'alternative de Steinerfdamule de
Steiner-Minkowski. Il donna en 1826 une solutiommétrique du probléme des cercles de Malfattitutii

la transformation arguésienne, qui a une courbec&sde lieu des inverses triangulaires de sestgoin
Considéré comme le plus grand géometre depuis éqoB de Perga, Steiner a écrit des ouvrages qtii fo
classiquement autorité en géométrie synthétiqueluDdoit de nombreux concepts et résultats de gdioen
projective, et il a découvert la surface de Ste{dée aussi surface romaine), qui contient unebtioinfinité
de sections coniques. Il a aussi généralisé leréndm de Poncelet-Steiner, qui affirme que toutestroation
euclidienne exige seulement une régle et la dowiiée cercle avec son centre. Ses autres travauengor
principalement sur les propriétés des courbes dac@s algébriques et des maxima et minima. Sesexuv
complétes ont été réunies en deux volunBesammelte Werk&881-1882).
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6. Bissectrices, théoréme de Feuerbach

6.1. Cercles inscrit et exinscrits

Définition : On appellebissectrice intérieurede I’angIeA la bissectrice des droites AB et AC qui
coupe le segment BC. L'autre bissectrice estalitérieure.

Proposition 1: La bissectrice intérieure de I'angle A coupe B(Fe la bissectrice extérieure en Q.

QB __PB _ AB
Alorsona =— =-I2 =822
QC PC AC

En patrticulier, les pieds P et Q des bissectrioas ¢
conjugués harmoniques par rapport a B et C.
Preuve: La paralléle menée de B a (AP) recoupe
(AC) en M.

Par ThalesPB = AM - _ AB , car le triangle Q B P v
AC AC

ABM est isocele. Idée analogue pour Q. Mais on pegsi faire un peu de trigo.

A
JB
A
Q
J
R
. Ey L\..
B p C

Cercle inscrit, triangle de Gergonne PQR

Cercles an et exincrits

Proposition 2 : Cercles inscrit et exinscrits.
i) Les trois bissectrices intérieures se couggntin point I, centre d’'un cercle tangent aux trois

cbtés du triangle, appetércle inscrit dans le triangle ABC.

ii) La bissectrice intérieure de I'angle A et ldssectrices extérieures des angles B et C se nbupe

en un point 4, centre d’'un cercle tangent aux trois cotés canglie, appel€&€ercle exinscritdans

'angle A.

Il'y a donc un cercle inscrit et trois cercles ekitits.

Remarque Le centre du cercle inscrit est, avec le cedwegravité, le seul point remarquable
classique qui est toujours a I'intérieur du triang|

Proposition 3 : Triangle et point de Gergonne

Soient P, Q et R les points de contact du cerderinavec les cétés BC, CA et AB du triangle. Le
triangle PQR est appetdangle de Gergonne outriangle de contact du triangle ABC. Les droites
AP, BQ et CR concourent en un point J appeliét de Gergonnedu triangle ABC.

Preuve: Céva fait ici merveille...
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Proposition 4: Le triangle JaJgJc.
Le triangle 4JgJc a | pour orthocentre, et pour cercle d’Euler leetgecirconscrit de ABC.
Il se déduit du triangle de Gergonne PQR par umechioétie de rappor@.

Preuve: laissée en exercice, ou cf. Sortais, p. 84.

6.2. Théoreme de Feuerbach

Théoréme de Feuerbach (1822) : Le cercle d’Euler est tangel
au cercle inscrit et aux trois cercles exinscrits.

Ainsi, le cercle d’Euler contient quatre nouveauwings
remarquables, ses points de contact avec les seirtderit et
exinscrits, opoints de Feuerbach

Preuve: Soient |y le pied de la bissectrice intérieure de I'anc
A, I le centre du cercle inscrit,pLsa projection sur (BC)aJle
centre du cercle exinscrit dans I'angle Aalsa projection sur ]
(BC). Notons que le cercle d’Euler est homothétiguecercle

circonscrit par Hom(G%2 ), car IAIBIC est homothétique di . °
ABC par Hom(G, %2). h

Lemme: IALA2 =Ipl’ A2 = laHA 1AFA =k

Admettons ce lemme et montrons le théoréme a I'a
de I'inversionf de pble A et de puissance k.

- Le cercle inscrit est tangent ery la (BC). Son
image est un cercle centré sur la droigedt tangent
enf(Lp) = Lpa af(BC) = BC. C’est donc lui-méme !

— Le cercle exinscrit est de méme globaleme
invariant pairf.

- Le cercle d’Euler passant pat, let de diamétre
InQKp, est transformé en une droit® perpen- .
diculaire a AKa passant pdi(Hp) = Fa. Cette droite
est paralléle a la tangente endu cercle d’Euler (car
toutes deux perpendiculairespXl).
La droite AR, est bissectrice des angles SAT et BAC, car SABCBA CAT.
Donc SAR = AFpA caf et SA sont paralléles.
= FAT = AFaAB  car AT et BC sont paralléles.
Finalement, KA est bissectrice de BRA. | est donc équidistant de BC/gtJa aussi. CQFD.

Preuve du lemmela division AR lJa est harmonique car Cl et £3ont les bissectrices de I'angle
C. La division HhFaL AL’ a aussi par projection sur (BC).

Le cercle de diametredJasse par B et C car IBF ICJy = 1 droit.

Donc le milieu de I4 est équidistant de B et C : sa projectigrest milieu de KL’ a.

D'OU IALAZ = 1AL A% = [ 4H o 1aLs

13 Karl Wilhelm FEUERBACH (léna 1800 — Erlangen 1834), professeur de matiigues & Erlangen, fils
d'un grand juriste, eut pour freres un archéologue,juriste, un orientaliste et le philosophe Luglwi
Feuerbach. A Erlangen, il se lia d'amitié avec é&tp August von Platen. Outre-Rhin, le cercle dBEdst
appelécercle de Feuerbach
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Remarqgue : autre approche dans Sortais (p. 188-193)

6.3. Transformation de Ravi

Proposition : Soienta, b, c trois réels > 0. Les propositions suivantes sqoi@lentes :
i) Il existe un triangle de cétés b, c;
i) Ona:a<b+c,b<c+aetc<a+b;
iii) Ona: pb-c|<a<b+c;
iv) Il existe des réels, v, w > 0, tels que
a=v+w,b=w+u,c=u+v.

Remargue Soit u la distance de A aux points de contact d
cercle inscrit avec les cotés AB et AC, v et w i
symeétriguement. On a aussitot :

a=v+w b=w+u,c=u+v,

_ btc-a cta-b _ atb-c

u=--5 5 W=ES

La transformationg, b, ¢) -~ (u, v, w), dite de Ravi, est utile, car elle methgjection I'ensemble
des triplets &, b, c) tels que b-c| <a<b + c et I'ensemble des triplets (u, v, w) de réels > 0.

y V=

Exercice : Soienp, g, r trois réels > 0 ; trouver une cns pour qu’'existdriangle ayant des hauteurs
de longueur®, q, r.

a ;. b , c .,
+c ct+a atb

Exercice : Soiend, b, ¢ les cb6tés d’'un triangle. Montrer qu%

Exercice : Soit | le centre du cercle inscrit darigle ABC. Le cercle de centre | passant par 8gre
B, resp. C) recoupe la droite BC eqn &t Ay, (resp. B et B, resp. G et G).
Montrer que AA> + B1B> + C;C, = P, périmetre du triangle ABC. (Olympiades frasea 2005)

6.4. Triangle et point de Nagel

Définition : On appellgriangle de Nageldu triangle ABC le triangle ANgNc, ou Ny désigne le
point de contact avec (BC) du cercle exinscrit déarsgle A, etc. Lecercle de Mandart est le
cercle circonscrit du triangle de Nagel.

JA

Proposition : Les droites (AM), (BNg) et (CNc) concourent en un point N, gibint de Nageldu
triangle ABC.

Preuve: cf. Sortais. J'ai aussi une preuve par calcwdamtrigue dans mon chapitre.

Proposition : Le point de Nagel est le centre du cercle insgkritriangle anticomplémentaire.
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Preuve: Le triangle anticomplémentaire A'B'C’ est I'imaghu triangle ABC par I'homothétie h =
Hom(G,-2). Il suffit donc de vérifier que N = Bar((#2), (G, 3)). Or c’est tres facile.

7. Formulaire.

Soient ABC un trianglea = BC,b=CA,c=AB,p= %bﬂ: le demi-périmétre, S l'aire, R le rayon

du cercle circonscrit, le rayon du cercle inscrity te rayon du cercle exinscrit dans I'angle hy la
hauteur issue de A, yia hauteur issue de A, etc.

Formule d’Al Kashi : cosA %.

Loides sinus: —&. =-B_=_C_-oR
sinA  sinB  sinC
Preuve: Si le triangle est rectangle en A, BC est un disineta = 2R.
Sinon, soit D le point diamétralement opposé a Blesgercle circonscrit. Les angles BAC et BDC
sont égaux ou supplémentaires, selon que I'anglstAigu ou obtus. Ils ont donc méme sinus.

A A
D
' B C
B C
Comme le triangle BCD est rectangle en C, sin(BB C _ Dol sinA = &

D ZR 2R’
Formule des compléments  sinA = 2\/p(p -a)(p—b)(p—c) , nA /—(p—bgf:p—C)

i A =1l A =g (BPHC=a%)? 2p(p-a)(p-b)(p—C)
Preuve sinf A =1-cos A =1 2022 =etc.= 2c
2 A _ 1-COSA _ . — (P=D)(p—C)
sing = =9 =ete.= ==
Formules de Héron: S = %aha %bc sinA =p.r = \/p(p-a)(p-b)(p—¢) = abc

Preuve La premiére formule est élémentaire, la secomdgéeoule.

La troisieme découle de ce que S est la sommeidssdes triangles IBC, ICA et IAB.
La quatrieme découle de la deuxiéme et de la farmas compléments.

La cinquieme découle de la deuxiéme et de la Isisileus.

—n2 ~
Formules de la médiane ma2 = w = %2 + bc.cosA.
Formules d'Euler: OF=R°-2R et OA°=R°+2Ry. (cf.§8)

. . . . 2
Cercles inscrits, exinscrits r = S ,Ia = S , 1 -1,1,1 , P =ralp+ Ihle+ rats.
p p—a la rb e

Relations trigopnométriques:
sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4.sin A.sin B.sin C
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SINA+sinBmE€ = 4.00% .cos% .cos%.
sin A + sin B + sin C—E sin A.sin B.sin C =S
R 2r2

a.cos A +b.cos B +c.cos C

—abc _ 83 _
abc
.8in(B- C) +b.sin(C- A) +c.sin(A-B) =

2R?

Coordonnées barycentriques des points remarquables.

2S
R
0

Les coordonnées barycentriques indiquées n’ontqugsurs pour somme 1 : les normaliser.

Un point M quelconque du plan a pour coordonnéegckatriques :
(A, Aire(MBQC)) , (B, Aire(MCA)) , (C, Aire(MCA)). Il s’agit d’aires algébriques.

Ce sujet sera repris au § 10.3.

Centre de gravité G 1/3 1/3 1/3
Orthocentre H tanA tarB taré
Centre du cercle circonscrit O acosA hcosB ccosC
Centre du cercle d’Eule acos®-C) | bcosC -A) | ccos(A-B)
Centre du cercle inscrit | A b c
Centre du cercle exinscrit dans I'angle A, —-a b c
Point de Lemoine 2 g &

Ces résultats sont établis dans mon chapitre stalul barycentrique.
Autres référencesR. et Y. Sortais : La géométrie du triangle9®-113.
J.-D. Eiden : Géorigainalytique classique

Résoudre un triangle c’est calculer les éléments inconnus et I'airermyen des données.
Les cas classiques de résolution sont :

- La donnée de, B é ; les inconnues sobg c, A etS.

- La donnée db, c, A ; les inconnues soag B é etS.

— La donnée dg, b, c ; les inconnues son&, B é et S.

- La donnée da, b, A ; les inconnues sonté é et S.
Ces probléemes remplissaient jadis les livres d@mométrie.

8. De nouveaux cercles

Cercle circonscrit, cercle d’Euler, cercles insetitexinscrits... Au fil du temps, les géomeétres ont
découvert bien d’autres cercles liés au trianghevéici quelques-uns.

8.1. Le cercle de Taylor

Soient ABC un triangle, kI Hg, Hc les pieds des hauteurs resp. de A, B et C. On mend, les
perpendiculaires a (AB) et (AC) ; leurs pieds sautes resp. ¢ et Hag. Et I'on fait de méme avec

Hg et Hc. Les six points obtenus,ad, Hag, Hea, Hec, Hce et Hoa sont situés sur un méme
cercle, appeléercle de Taylor.

Ce cercle a été découvert en 1882 par le géomegtaia Henry Martyn Taylor (1842-1927). Mais il
aurait auparavant été étudié en 1877 par le frari€astaris (pseudonyme d’un certain M. Restiau,
professeur au college Chaptal), et par le belg&Bei@atalan en 1879.

Preuve: Il suffit de vérifier, via Thalés, qu&Hg.. AH,c = AHcs. AHps = ¢ co A.sin’ B, etc.
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HE HCB

HAB

HA
B HCA=HA HBA

8.2. Les cercles de Tucker

Définition : Soient D et D’ deux droites sécantes en A. UnitelA coupe D et D’ en P et P’, une
droite A’ coupe D et D’ en Q et Q'. Les droitAsetA’ sont ditesantiparalléles si les angles AP’P et
AQQ’ sont égaux, ou encore si les points PP’QQt sorycliques.

Théoréme: Soient un triangle ABC, P un point de (AB). Ltgraralléle a (BC) relative aux droites
(AB) et (AC) menée de P coupe (AC) en Q. La pael& (AB) menée de Q recoupe (AC) en R.
L'antiparalléle a (CA) relative aux droites (BA) @&C) menée de R recoupe (AB) en S. La paralléle
a (BC) menée de S recoupe (AC) en T. L'antipamliI(AB) relative aux droites (CA) et (CB)
menée de T recoupe (BC) en U. Alors, la droite (ef)parallele a (AC), et les six points P, Q, R, S
T, U sont situés sur un méme cercle, appeléle de Tucker du nom du géometre anglais Robert
Tucker (1832-1905).

Preuve: Notons x AP y = AQ z—_FE u=BS,v=CT,

a

Il vient facilement : y = % ,Z= y% u=z2

Le parallélisme des droites (UP) et (AC) découle

%I 8

Enfin, la cocyclicité de P, Q, R, S, T, U découde:
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8.3. Le cercle d’Adams

Reprenons le triangle de Gergonne PQR du trian@€.Rappelons qu'il est formé des points de
contact du cercle inscrit avec les trois c6tésaQu que les droites (AP), (BQ) et (CR) concourent
en un point J appelé point de Gergonne du triafdenons par le point J les paralléles aux trois
c6tés du triangle de Gergonne. Elles coupent lE&safu triangle en six points U, V, K, L, M, N. Ces
six points sont cocycliques, et situés sur un eeaglant pour centre |, centre du cercle inscrit au
triangle ABC. Ce cercle est appelércle d’Adams du nom du géomeétre suisse Carl Adams (1811-
1849) qui le découvrit en 1843. De plus, le cedifadams est le cercle de Lemoine du triangle XYZ
formé par les droites (ML), (NU) et (VK).

8.4. Les cercles de Yiu

Soit ABC un triangle dont aucun angle ne vai& Soient A’, B’, C' les symétriques des sommets
A, B, C par rapport aux cotés opposeés. Les ceritesnscrits aux triangles ABC’, BCA’, CAB’
passent tous trois par I'orthocentre H du triaigB€. Les cercles circonscrits aux triangles AB'C’,
BC’A’ et CA'B’, appeléscercles de Yiu'*, passent également par un méme point, Y.

14 Le géomeétrePaul Yiu est auteur de nombreux ouvrages, dont certaip®uiisles en ligne, teld Tour of
Triangle GeometryFlorida Atlantic University, 2004).
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8.5._Le cercle de van Lamoen
Les trois médianes d’un triangle divisent celuiedi six petits triangles. Les centres des cercles
circonscrits de ces six triangles sont situés suméme cercle, appetercle de van Lamoendu

nom de son découvreur, le géometre néerlandais FooLamoen, né en 1966.

8.6. Les cercles de Lucas
les points K, L, M, N, P, Q (voir la figure). Legrcles circonscrits aux triangles AML, BNP et

CQK, appelésercles de Lucas®, sont deux & deux tangents, et tangents intérigmreau cercle

On peut inscrire un carré dans un triangle ABCrdis facons possibles. Ces trois carrés déterminent

circonscrit au triangle ABC.
La premiére figure indique comment inscrire un €aans un triangle : probléme classique.
La seconde figure montre les trois carrés aingrold. La troisieme montre les cercles de Lucas.

Le triangle AML se déduit du triangle ABC par uneniothétie de centre A. Il en résulte que son
cercle circonscrit est homothétique de celui de ABE point A et les centresKet O des deux

cercles sont donc alignés et les cercles sont iisiga A.

!> Du nom du mathématicien franc&idouard LUCAS (1842-1891), qu’on ne présente plus.
25



Le rapport d’homothétie peut se calcule‘?—\M = ML - MBsinB - MB.b _ w

a a 2Ra =~ 2Ra
- _Rbc _2Rea
Par conséquent, AM se calculeégd- 2Ra+b . Donc AKp = SRatbc et OKp = 5Ratbe

Al Kashi permet de calculerdKc et de vérifier que KKc = BKg + CKc . Il faut pour cela utiliser

Ccos(2A) = 2.co%A — 1 = etc. , ainsi que R = abc . J'ai fait le calcul avec Maple.

4\ p(p—a)(p-b)(p—0)

8.7. Cercles et triangle de Stammler(p. 87)

Théoreme: Le cercle circonscrit du triangle ABC détermine, sur les droites (BQA] et (AB)

des cordes de longueurs respectiags, c. Il existe trois autres cercles interceptant,lesrdroites
(BC), (CA) et (AB) des cordes de longueurs respesty, b etc. Ce sont legercles de Stammler
Les centres de ces cercles forment un triangldagral appelériangle de Stammler, du nom de
Ludwig Stammler, enseignant-chercheur a l'univérbtartin Luther de Halle-Wurtemberg.

8.8._Les cercles d'Yff(p. 63)

Soit ABC un triangle. On nommeercles d’Yff la figure formée par trois cercles, ayant un point
commun et tels que chacun d’eux soit tangent a détés du triangle (éventuellement prolongés).
Il existe deux systemes de cercles d’Yff. Les to@ecles de chaque systeme sont égaux, et ont pour

rayon, soifpy = FEB Soitpy = FER ou R est le rayon du cercle circonscrit, etnal@n du cercle

inscrit du triangle ABC.
L'américain Peter Yff a passé une grande partisalearriere, de 1951 a 1986, a Beyrouth. Il est
l'auteur de nombreux problémes portant sur la géoenét les groupes finis.

8.9. Cercle de Kenmotu

Etant donné un triangle ABC, il existe trois caré@mux, ayant un sommet commun K, et tels que
chaque carré ait deux autres sommets sur les datésangle. Le point K est appet&ntre de
Kenmotu, et le cercle passant par les six points de cortexcle de Kenmoty du nom du
mathématicien japonais Shoro Kenmotu (1790-1871).

A

8.10._Cercle de J. H. Conway

Théoréme: Soit un triangle ABC. On prolonge extérieuremiesttrois cotés, d'une longueur égale
a BC a partir du sommet A, d’'une longueur égaléd&a@artir du sommet B, d’'une longueur égale a

AB a partir du sommet C. On obtient ainsi 6 polsgs A¢, Ba, B, Co Cp, qui sont cocycliques. Le
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cercle qui les porte, appetércle de John Horton Conway a pour centre le centre du cercle inscrit
du triangle ABC.

Preuve: La vérification de cette propriété est bien liacAvec la transformation de Ravi, et par
Pythagore I/;‘;2 =+ (u +a)2 =P+ (%b-rc)Z_ Cette expression est symétriqueaeh, c. Cqfd

Ba

9. Euler, Poncelet

Théoréme d’Euler : Soient ABC un triangle, C(O, R) et C'(l, r) lesrcles circonscrit et inscrit.

Alors : o = R-2R R
Preuve: Il suffit d’appliquer la formule d’Al-Kashi au
triangle AOI.

01% = AO? + A% — 2A1.AO.cos(IAO)
=R+ -2 _2 R c450100).

A inA
S|n22 sin) '
Or IAO = BAO — BAI =7T——22C - %
= 777 -C- %‘ (le triangle OAB est isocele ). ¢

Tout revient a vérifier que :
2 __2 IR_gin(C +§) = - 2R.

in2 A in A
smL2 sw%z
Autrement dit : r = 2R.sin® (sin(C +2) - sinA) = 4R.sinA .cosA*C sinC
2 2 2 2 2 2
- "B «inC Ra
= 4R.s%.sm 5 .sin > Résultat connu !

Corollaire :r < % , avec égalité ssi ABC est équilatéral.

Théoreme de Poncelet pour le triangle Soient®O, R) etl (I, r) deux cercles vérifiant la relation

d’Euler OI2 = R2 — 2Rr. Alors le cercld™ est intérieur au cercl@ Tout point A deC est sommet
d’un triangle inscrit dan€ et circonscrit & .

Preuve: OI2 = R2 - 2Rr impliquer < R, puis O% <(R-r )2, donc Ol < R .

27



Pour montrer la seconde assertion nous allons preppui sur la relation d’Euler.

Menons de A les deux tangenteE aelles recoupent le cerof en B et C. Tout revient a vérifier
que la droite (BC) est tangentd aSoient J le cercle inscrit du triangle AB&son rayon. Il faut
montrerque l=Jetrpg. Ona O%= R2—2Rr et 03= R2—2Rp.

| et J sont situés sur la demi-bissectrice intéeele A ; les cercles (I, r) et @), sont homothétiques.
La fonction qui a t tel quem = tm, t > 0, associe P(t) =R 2R.d(P, (AB)) — OM est du
second degré, car P(t) =2 R 2Rr.t— OA2 - t2 AI2 - 2t0AOI =-2Rr.t- t2 AI2 - 2t.0AOI.
OraP(0)=0,P(1)=0et®(=0, donp = 1. Cqfd.

La figure de gauche est volontairement erronée.
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10. Inversion isogonale : point de Lemoine

A mon pére

Il existe plusieurs correspondances remarqualdes & un triangle. Lorsqu’elles sont involutives, o
les nomme « inversions ». Les inversions triangesales plus connues sont l'inversion isotomique
et l'inversion isogonale. Nous allons étudier iette derniére. Toutes les deux sont reprises ct poi
de vue barycentrique dans mon chapitre sur le.sujet

10.1. Points isogonaux relativement a un triangl A

Définition 1 : Soient Q et D, deux droites sécantes en A. Del
droites D et D’ sont diteisogonalespar rapport a bet Dy si

(D1, D) = (D’, Dp) ( modm). M2

NZ
Dans la suite, pour tout point M, on note; Mt My, ses

projections respectives suf Bt Dy.

Théoréme 1: Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Les droites AM et AN sont isogonales par rappaD; et D, ; N1

i) (AN) O (MiMp) ; N
i) (AM) 0 (N1Np) ;
iv) (D1, M1M2) = (N1N2, Do) (modm) ;

v) Les points M, M», N1 et Nb sont sur un cercle de cenfee milieu de MN ;
vi) AM; .AM, = AN, . AN, .

Théoréme 2: Soit ABC un trianglel” son cercle circonscrit. Si un point M du plan rpiament pas

arl, les droites isogonales respectives de (AM), (BM)CM) relativement aux angle% B etC
se coupent en un point N.

Définition 2 : Le point N est ditsogonalde M relativement au triangle ABC. L'applicationt IM
- N est appelémversion isogonalepar rapport au triangle ABC.

A noter que si M appartient a la droite (AB), seagonal A
est C, etc. L n'est donc pas injective. Si I'on tvgque L
soit involutive, il faut restreindre son domaine :

Proposition 3: Soit U I'ouvert du plan obtenu en lui 6tar
les trois droites (AB), (BC), (CA) et le cercle ainscrit.
L'application L est une involution continue de U.

Elle permute ses 10 composantes connexes pardarns, N
facon que I'on pourra déterminer.

Théoréme 4: Si M appartient & U et a pour coordonné C
barycentriquesx vy, 2, N = L(M) a pour coordonnées

barycentriques : X’ _a Ly = kilz Z :%2.
Preuve: cf. mon chapltre de calcul barycentrique.

10.2. Exemples de points isogonaux

L'orthocentre et le centre du cercle circonscriitdeogonaux.
Les centres des cercles inscrit et exinscrits lgpms propres isogonaux ; ce sont les seuls.
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Définition 3 : L'isogonal K du centre de gravité G s’appgdeint de Lemoine'® du triangle. Ce
point est donc l'intersection des tr@gmeédianesqui sont les symétriques des médianes par rapport
aux bissectrices issues du méme sommet.

Théoréme 5: Soient P, Q et R les projections orthogonalesideir les droites (BC), (CA) et (AB).

Le point de Lemoine est 'unique point du plan mirgant F(M) = MP + MQ2 + MR

Proposition 6: Le point de Gergonne d’un triangle ABC est lénpde Lemoine de son triangle de
Gergonne PQR.

Les deux résultats suivants donnent d’autres aaetgins du point de Lemoine.

Proposition 7: Notons G, Gg, Gc les pieds des médianesy Hig, Hc les pieds des hauteurs,H’

H'g, H'c les milieux des segments [AH [BHg], [CHc]. Les droites GgH' o, GgH'g et GcH' ¢
concourent en K, point de Lemoine.

Preuve: cf. Eiden, p. 148.

B' ¢

Théoréme 8 (Grébe) Soit ABC un triangle. On trace les trois carBSUV, ACRS et ABNM
extérieurs au triangle. Les droites (MN), (RS), (Udéterminent un triangle A'B'C’. Les droites
(AA"), (BB’) et (CC’) concourent en le point de Lexime L du triangle ABC.

Preuve: cf. Sortais, p. 160-163.
Probléme: Dans le plan affine euclidigshion se donna droites affines R 1< i <n. A tout point M

associons la somme des carres des distances atesdpo: f(M) = 2. d(M, Di)2, et étudions le ou
les points M rendant minimufg\V).
1) Résoudre ce probléme lorsque les droitesdsnt a deux paralléles (choisir un bon repére).

' Emile Michel Hyacinthe LEMOINE (Quimper 1840 - Paris 1912) entra & I'Ecole palgtéque en 1860,
et y enseigna pendant six ans. Il imagina le «tP@Gamma », féte de I'Ecole polytechnique, en faisan
référence a son professeur d’astronomie, le capithaussédat, qui, dans toutes ses lecons mentia®a
point par ou passe la Terre a I'équinoxe de priptenhemoine abandonr&nseignement pour raisorge
santé, et devinhgénieur du gaz de Paris, mais il continua daé’@sser aux mathématiques et a pratiquer la
musique en amateur (a I'X déja, il faisait partlandgroupe de musique de chambre, «La Trompetteb, g
influa sur le mouvement musical de Paris. CamidenSSaéns avait composé un septuor pour trompetie
ce groupe).

Ses travaux concernent surtout la géométriespliimeste connu pour ses études de 1873 sunlgte et le
cercle ; il montre le concours des symédianes ttiangle, et présenta ce résultat & Lyon lors @angrés de
I' Association francgaise pour I'Avancement des Scgrdmnt il était un fondateur. Lors d’'un congrésutén
Oran en 1888, il classifia les constructions géoégs en 5 opérations, mais cela ne suscita glietérét.
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2) Ce cas est désormais exclu. On rap@®#eun repere orthonormé (O, j ) et I'on choisit pour

chaque droite Pune_équation d'Eulet.cos6j + y.sin8; — p; = 0. On introduit les vecteur§ de

coordonnées cd;, S de coordonnées sBj et P de coordonnées pansRN.

a) Vérifier que si M(x, y), alor§M) = || xC +y.S - P|F.
b) En déduire I'existence et I'unicité du pd2 rendant minimunf ; calculer ses coordonnées.
c¢) Préciser la nature des courbes de nivedu@k) ={ M ; f(M) =k }.

3) Dans le cas de 3 droites, montrer Quest le point de Lemoine.

10.3. Ellipses inscrites dans un triangle

Etant donné un triangle ABC, il existe une conimserite dans le triangle : le cercle inscrit. Gup
démontrer que, pour tout point F intérieur au glanil existe une unique ellipse inscrite dans le
triangle ABC et ayant F pour foyer. L'autre foyer ckette ellipse est I'isogonal F’' de F.

Sur les coniques en tous genres inscrites dansamgle, cf. Sortais, p. 144, Tangente, p. 84, etc.

11. Problémes d’extrema

11.1. Triangle orthigue

Probléme: Soit ABC un triangle, PQR un triangle inscrit(HBC], Q O [CA], R [ [AB]).
Trouver le, ou les triangle(s) inscrit(s) de pétirméninimum.

Ce probléme célébre fut posé par Giovanni Faghano

L'application® : (P, Q, R)J [BC]X[CA]X[AB] - PQ + QR + RP est continue sur un compact, donc
bornée et atteint ses bornes. Il découle facilendent'inégalité du triangle que le triangle de
périmétre maximum est ABC lui-méme.

Définition : Soient ABC un triangle acutangleaHg et Hc les pieds des hauteurs issues de A, B et
C, H l'orthocentre. Le triangle kHgHc est appelériangle orthique.
Proposition 1: On suppose que le triangle ABC n’est pas receang|
i) Les angles BAC et HOA ont mémes bissectrices.
i) OA OB, OC sont resp. perpendiculaires aux sd#Hc, HcHa et HaHpg du triangle orthique.
iii) Les droites H\Hc et HaHg sont symétriques par rapport a la hauteup AH

Proposition 2: On suppose que le triangle ABC est acutangle.

i) Les triangles AHHc, HaABHc et HaHgC sont directement semblables entre eux, et indirec
tement semblables au triangle ABC.

ii) Les hauteurs de ABC sont bissectrices intégewdu triangle orthique. H est donc le centre du
cercle inscrit du triangle orthique. Ce triangledsnc une trajectoire de lumiére, ou de billawl|al
figure.
i) Le triangle orthique est I'unique triangle tlemiére inscrit dans ABC.
iv) Le triangle orthique est I'unique triangle dérimétre minimum inscrit dans le triangle ABC.

Ce périmétre vauSe .
abc

Proposition 3: Si ABC est rectangle ou obtusangle en A, lengia inscrit de périmétre minimum
correspond a Q = R = A, P pied de la hauteur idsu&.

7 Giovanni Francesco FAGNANO dei TOSCHI (Sinigaglia, 1715-1797), fils du gonfalonier et
mathématicien Giulio Carlo Fagnano (1682-1766)glwé pour la duplication de I'arc de lemniscatd, fu
ordonné prétre. Il poursuivit 'ceuvre de son péue Is triangle et la lemniscate de Bernoulli, elcoka
diverses primitives.
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Voici une solution géométrique simple, supposantidéngle acutangle.

Fixons un point P sur le segment BC, et cherchaausni tous les triangles inscrits PQR de sommet
P, celui de périmetre minimum. Notons R’ et Q' $gmétriques de P par rapport aux droites (AB) et
(AC). Je dis que le segment [R’Q’] coupe les seds&B] et [AC] ; admettons cela.

Ona PR+RQ+QP = RR+RQ + Q@ R'Q’' par « effet miroir ».

PR + RQ + QP est minimum ssi R'RQQ’ sont alignéssdzet ordre. Il vaut 2AP.sifs.
Ce périmétre est minimum ssi AP est minimium,ssi P est pied de la hauteur issue de A.

QI
QI
B P C g B c
Voici une autre approche, utilisant le principeFggmat, supposant le triangle acutangle.
La fonction® introduite ci-dessus est minorée et atteint sén - M

Il est facile de voir que cet inf est atteint poartriangle POR tel
que (P, Q, RIJ ]BC[X]CA[X]ABI. Fixons Q et R par la pensée. §
est le point de la droite (BC) tel que RP + PQ soitimum. En
vertu du principe de Fermat, cela a lieu ssi lastels (RP) et

(PQ) sont symétriques par rapport a (BC). Par syepain voit - PO P
gue le triangle PQR est un triangle de lumiére @CAC’est -7
donc le triangle orthique (prop. 2, iii). 5

Principe de Fermat
Remarque Pour des compléments, cf. Sortais p. 26-35,iBgor 359, et RMS juin 1995, p. 788.

11.2. Inégalités isopérimétriques et autres

Probleme: Trouver, parmi les triangles de périmétre dommedyi, ou ceux, d’'aire maximum.
Trouver, parmi les triangles d’aire donnée, caduiceux, de périmetre minimum.

La réponse est donnée par le :
Théoréme: Soit T un triangle ABC de cotés= BC,b = CA, c = AB, de demi-périmetre

p= %b-!—c et d'aire S. Alors S 5/ p(p—a)(p-b)(p—c) < % , avec égalité ssi T est équilatéral.

Preuve: L’'inégalité de la moyenne géométrique donne :
/ —a+p-b+p-cq3
S =/PP-A)(P-b)(P-0) =P [}{P-a)(p-b)(p—0) 1< p [

_ b+c—a
a="

P

.|

Notons quep - >0, de méme que — b et p-c. Cas d’égalité obvie.

Exercice 1 : inégalité isodiamétrique
Soit T une plaque triangulaire ABC. On appelleantre » de T D = sup { MP ; (M,P) TxT }.

Montrer que D = max( b, ¢) et que & %Dz.

NB : L’inégalité isodiamétrique de Bieberbach éterth aux compacts (cf. Berger, 9.13.8).

Exercice 2 : Montrer que §§(abc)2/3. Cas d’égalité ?
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Solution: S —ab .sin C = etc., d’ou %z Msin A.sin B.sin C.

2 8
Or f(t) = In(sin t) est strictement concave surj),d’ou f(%) =f( A+I§+C )2 fA)+ f(g’)-'- f(C) :

etc. , avec égalité ssi A, B, et C sont égaux, dsinée triangle est équilatéral.

aAtbB+cC _ n
< at+b+c < 2

Exercice 4 :Trouver le ou les triangleABC inscrits dans un cercle, qui maximisent le piibd
AB.BC.CA.

Indication: On montrera que cela équivaut a maximiser latfon :

Exercice 3: Montre% , le minimum étant atteint pour le triangle équtat.

f(a, b, c) = 8.sinb£a sin€=8 sin€=0 sous les contraintesta< b < ¢ < 2it Conclure.

2 2
Mais on peut aussi utiliser la formule ZR%.

Exercice 5 : Soient r le rayon du cercle inscriteRayon du cercle circonscrit, d'un triangle.
Montrer que 2k R, avec égalité si et seulement si le trianglegsilatéral.

Exercice 6 : On se donne deux triangles rectartglegjue le cercle inscrit au premier soit égal au
cercle circonscrit au second. On note S I'aire gunper triangle, S’ celle du second.

Montrer que% >3+ 2\/5. [Sélection francaise Olympiades 2005]
Exercice 7 : Trouver, parmi les triangles inscd@ns un cercle donné, celui, ou ceux, d’'aire
maximum, resp. de périmétre maximum. Mémes questwoac le minimum.

Preuve: Soitl" le cercle en question. Les applications A
T=(A B, COI - SetFIR" (S aire, P périmétre)

sont continues sur un compact, donc bornées éjrata leurs bornes.
Soit T = ABC un triangle d’aire maximum. Fixons imstant B et C. La
médiatrice de [BC] recoupe le cercle en deux poftst A’. Soit A

celui des deux qui est le plus éloigné de la basel® point de I'arc
BAC le plus éloigné de la droite BC est le point & triangle MBC est
d’aire maximum ssi M = A. De méme, si M est surd’8A’C, son aire B e
est inférieure a celle de BA'C, donc a celle de BAsi, le triangle \__/

ABC est isocéle en A. Par raison de symétrie,tilissele en B et C, A
donc équilatéral. T est d’aire minimum ss'’il a de@nmets égaux.

Les triangles de périmétre minimum sont ceux détame AAA. Soit T = ABC un triangle de

périmétre maximum. Fixons un instant B et C. SoitiMpoint du cercle. L'ellipse de foyers B et C
passant par M recoupe le cercle en un point M’

Exercice 8 : Mémes questions pour les trianglenscrits a un cercle donné.

Exercice 9 : Quels sont les triangles d’aire maximinscrits dans une ellipse ?
Quels sont les triangles d’aire minimum circonscéitune ellipse ?

Exercice 10 : Parmi les trapézes de hauteur etadesbdonnées, le trapeze isocéle est celui de
périmétre minimum.
11.3._Somme, produit des distances aux cotés

Probléme: Un point M se projette en P, Q et R sur les c@@&3), (CA) et (AB) d’'un triangle ABC.
Trouver le ou les point(s) M rendant minimum respecnent

f(M) = MP + MQ + MR , g(M) = MP? + MQ® + MR® et h(M) = MP.MQ.MR
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Solution: Pour résoudre élégamment ces problermrr
introduisons la notion suivante.

Définition : Soit M un point du plan. On appelle
coordonnées trilinéairesde M les distances algébrique
x=MP,y=MQ, z=MR de M aux droites (BC), (CA)

et (AB), les normales étant orientées de telleesqtfun
point M intérieur au triangle ait des coordonné /B
“t- -+t

trilinéaires > 0.

Autrement dit on oriente la normale a (BC) de squte A
soit du cbté positif, etc. Régionnement du plan selon les signes de X, y, z
Supposons le triangle ABC orienté dans le senstditi point M du plan peut étre repéré par :

— Ses coordonnées trilinéaires x, y, z

- Ses coordonnées barycentrigideg, v, qui sont uniques si I'on suppose-p +v = 1.

- Les aires orientées des triang88C, MCA et MAB, de somme S ;-ABC.

Proposition 1: Ces trois systémes de coordonnées sont liegpdnimules suivantes :
ax+hy+cz=2S

MBC = 2% , MCA== , MAB = &

AS=MBC, pS=MCA , vS= MAB.

Il découle des propriétés des coordonnées barygees et de ces formules que tout triplet (x, y, z)
de réels liés paax + by + cz= 2S est le triplet des coordonnées trilinéairas goint M.

Dans la suite, on suppose que le point M est Euérau trianglei.e. que x, y, zA, 4, v, MBC,
MCA et MAB sont= 0.

Proposition 2: ¢ Si le triangle est scalenfegst minimum, resp. maximum, en un seul sommet.
» S’il estisocele en A, et si 'angle A est obtisst minimum en A, maximum sur [BC].

« S'il estisocéle en A, et si I'angle A est aifjest minimum sur [BC], maximum en A.

« S'il est équilatéralf est constante sur la plaque triangulaire.

Preuve: Il s’agit de minimiser ou maximisar+ y + z sous les contraintes
ax+by+cz=2S ,x=0 ,y=20,z=0 *)

c'est-a-dire sur un triangle dlés. C’est un probleme trés simple de programmatioédlire.

Supposong=bz=c. llvient: c(x+y+z)<2S<a(x+y+z).

max (x+y+z)= Z—CS , atteint pour x =y = 0, donc en C (C seulemebtst).

min (x+y+2z) = % , atteint pour y =z = 0, donc en A (A seulemera sib).

Remarque Les courbes de nived{M) = cte sont des segments paralléles entre eux.

Corollaire (Viviani *¥ : Soit ABC un triangle équilatéral, M un pointténieur du triangle. La
somme des distances de M aux trois cbtés est cnagtaégale a la hauteur du triangle.

'8 e géomeétre et physiciarincenzo VIVIANI (Florence, 1622-1703) étudia dans une école detdésSon
intelligence y fut remarquée, et il obtint une s®udu grand duc Ferdinand de Médicis. Disciple diée de
1639 a 1642, Viviani étudia sous Torricelli. Il fmbmmé a I’Académie de Dessin de Florence, puiniieyir
des Offices fluviaux. En 1660, en compagnie de Hipkéviani mesura la vitesse du son en chronoiudtia
différence entre I'éclair et le son d’'un canon.dlgtinrent le valeur de 350 m/s, considérablemegitlenre
que la valeur de 478 m/s obtenue par Gassendal(tuwvactuellement admise est de 331,29 m/s a Q).
réputation de Viviani s'étendit a toute I'Europkauis XIV le nomma a I'’Académie royale des sciendesan
Casimir Il de Pologne le nomma astronome, et iéfuta la Royal Society en 1696.
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On prouve directement ce résultat en notant qaest le c6té du triangle% (x +y + 2) est son aire.

Proposition 3: La fonctiong(M) = MP2 + MQ2 + MR2 est minimum en un unique point L, de
2

coordonnées barycentriqu&zs, b2, c.
Preuve: Il s’agit de minimiser §<+ y2 + z2 sous les contraintes (*).

Si I'on projette orthogonalement le point O surplan affineax + by + cz = 2S, (x, y, z) est
proportionnel ag, b, ¢, vecteur normal au plan, et il est clair que gty sont 0. etc.

Remargue Ce point L est le point de Lemoine du triangle § 8). Les lignes de niveau g(M) = cte
sont des ellipses de centre L.

Proposition 4: La fonctionh(M) = MP.MQ.MR est minimum sur la réunion [AB] [BC] O [CA],
maximum en G, centre de gravité du triangle.

Preuve: La premiére affirmation est évidente : elle cepand h(M) = 0.
La seconde consiste & maximiser le produit x.ys $& contrainta.x + b.y +c¢.z = 2S.

Posant X =ax, Y = by, Z =cz, il S'agit de maximiseri;TYcZ sous la contrainte X + Y + Z = 2S.

L’inégalité de la moyenne géométrique montre quadgimum est atteint pour X =Y = 22—35.

8
>7abc” Il est atteint au centre de gravité G du triangleul point tel que
Aire(GBC) = Aire(GCA) = Aire(GAB), en vertu du lieentre les coordonnées barycentriques d’'un
point M et les aires des triangles MBC, MCA et MAB.

D’ou max h(M) =

Exercice : Trouver le point M intérieur au trianglBC, qui minimisek(M) = 5'—% + I\C/’]_g + %

(Olympiades 1981)

11.4. Point de Fermat-Torricelli

Probleme: Soit ABC un triangle. Trouver le ou le
point(s) M rendant minimum la somme des distan: A
aux trois sommetgM) = MA + MB + MC. o

Ce célebre probleme fut posé par Fermat (1601-1€
a Torricelli (1608-1647). Celui-ci le résolut d
plusieurs facons. Il a suscité depuis une abond:
littérature.

Proposition: Soit ABC un triangle orienté de sort
que ses angles aient des mesures dansg]OOn
construit a [I'extérieur du triangle les triangle
équilatéraux ACB’, BAC' et CBA'. Alors :
a) Les segments AA’, BB’ et CC’ sont égaux.
b) Les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourants
un point T.
c) Les cercles circonscrits a ces trois triangke coupent en T.
d) T est strictement intérieur au triangle esidngles du triangle sont tous®2

T est appeloint de Torricelli du triangle ABC.

Proposition : La fonctionf : M - MA + MB + MC atteint son minimum en un point uneju
Si tous les angles du triangle sont®2 ce point est le point de Torricelli.
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Si I'angle A est 2173, ce point est A.

Solution: Vérifions que si tous les angles sont®3, le
point de Torricelli T est 'unique point rendantmmum la
fonction f.

Soit r la rotation de centre B et d'angi, et M’ = r(M).
f(M)=MA+MB + MC=MC'+ M'M + MC = CC.".

f(M) = CC’ ssi C, M, M’ et C’ ont alignés dans cetlee.

M doit donc appartenir & la droite CC’ et r(M) = Mlussi,
donc MJ(CC')nr H(CC') = (CC)n(AA) : M = T. cqfd

NB : Sortais, p.200, Dérrie, p.361, Berger 2, Ave4,39,

Eiden, p. 250.

Exercice : approche moderne du probléme de Fermat
1) Que dire de la fonctidnt M - MA + MB + MC de?

dansR+ ? Soitm sa borne inférieure ; montrer quoe=
max @, b, ¢). Montrer que K ={ M f(M) <m+ 1 } est compact non vide. En déduire fa¢teint sa
borne inférieure en un poif. Montrer que ce point appartient & I'enveloppevexe des points A,
B, C.

2) Montrer quéd est strictement convexe. En déduire Quest unique.

3) Montrer qud est différentiable sur I'ouvert U & - {A, B, C}, et que

OMOU)  grad f(M) = Ua + Us + Uc , oUUA =% , etc.

Montrer que sQ2 0 U, les angles 8B, BQC et QA valent tousz?n.

4) Conclure si tous les angles du triangle so%ﬂ et sinon.

11.5. Couvercle d’'un triangle

Probleme: Parmi tous les disques contenant un triangle élomouver celui ou ceux de rayon
minimum.

Ce probleme fut étudié, dans le cadre plus gém@&sicompacts, par I'allemand Heinrich Wilhelm
Ewald Jung dans deux articles de 1899 et 1910,gauite francais Raoul Bricard en 1914.

Théoréme de Jung Soit K un compact non vide du plan euclidientnigous les disques fermés
contenant K, il en existe un, et un seul, de rayagrimum.

Preuve: Notons B'@, r) le disque fermé de centmest de rayon r.
Existence Notons D I'ensemble des rayons des boules ferec@ssnant K.

D est une demi-droite non vide Ré, car (Ja) () KO B'(a, r). Soitp = inf D.
Par définition, il existe une suitey) de points du plan tels qut

(On) KOB'(an, p + %). Du coup, Un) KO B'(ap, p +1);
comme K est borné, la suita] est bornée.

On peut en extraire une suite convergeagg)) — a.
Il est facile de voir que KI B’(a, p).

Unicité. L'unicité du centrea se voit par absurde sur la figure c
contre.

NB : une autre solution consiste a montrer queofectionf: x - max,k || Xy || est continue,
convexe et coercive. Elle n'est pas strictemenvera, mais I'unicité se montre comme ci-dessus.
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Définition : Le disque considéré s'appetieuverclede K ; son centre est parfois déntre de K.

Proposition : Soit K un triangle ABC. S'il est acutangle, leuvercle de K est le disque circonscrit
au triangle ABC. Si I'angle A est obtus, le couverest le cercle de diamétre BC. Dans les deux cas,
le centre de K est le point du plan qui minimiséolactionf(M) = max (MA, MB, MC).

Remargues 1) Le théoréme de Jung s’étend aux espaces Eundidcf. Berger, t. 3, § 11.5.8.

2) Probleme ouvertSoit T = ABC un triangle. Montrer que, pour tartiern = 1, il existe un

unique point M, minimisantfy(M) = MA" + MB" + MC", et que la suite (i) converge vers le
centre du couvercle de T.

Exercicé’ : Montrer que le rayon minimum vérifie I’encadremeqﬁ%% <r(K) %.

r(K) = % ssi K est un disque fermé, r(K)gla\r/T-(Tm ssi K est un triangle équilatéral.

Notons que si ABC est un triangle inscrit d’aireximaum, la tangente en A a I'ellipse est parallele &
la droite (BC).
11.6._Théoreme d’Erdés-Mordell

Conjecturé en 1935 par P. Erdos, ce théoreme fubdié en 1937 par L. Mordell, mais il fallut
attendre 1945 pour que D. K. Kazarinov en donnétdémonstration élémentaire.

Théoréme: Soit T = ABC un triangle. Pour tout point M dmférieur de T, se projetant en P, Q et
R sur les cotés du triangle, on a: MRB + MC= 2.(MP + MQ + MR).
L’égalité est atteinte si et seulement si T esflatgral de centre M.

La preuve ici proposée (Avez), repose sur le :
Lemme: (O r > 0) r+%22 etr+% =2=r=1

Preuve: Soitl" le cercle circonscrit au triangle ABC
La droite (AM) recoupd en A’. Soit A” le point
diamétralement opposé a A’.
Le théoreme de Ptolémée appliqué au quadrilal
convexe inscriptible ABA'C, donne :

A’C.AB + AB.AC = AA'.BC Q
Les triangles AQM et A'CA’, rectangles en Q et |
resp., sont semblables. Pourquoi ?

: AM - MQ o -
Par suite NA = AC D'ou:
AA”.MQ = AM.AC 2
De méme, considérant les triangles MAR et A’A"B
AA”.MR = AM.A'B (3)
On peut supposer A’A” = 1, a homothétie pres.
Multiplions (1) pargl—é : MA.A’C.% + MAA'B. % = MA.AA’

D’ou, compte tenu de (2), (3) et AA” =1:
MBE + MREE = MAAA

BC
A Atria * B ﬂ = !
De méme, par symétrie : M%K + MP.AC MB.BB

9 Oral ENS 2005, corrigé dans la RMS mai 2006, np.7104.

37



C — )
Mﬁﬁ +MQ.BL = mc.cc

ED‘UJ
>0

Additionnons membre a membre !
MP(AB + AC) ; o (AB +BC) + Mr(AC +CB) = A AA' + MB.BB' + MC.CC'.

AC AB BC BA BC CA
Minorons le premier membre grace au lemme, et magle second grace a AA’, BB’, C€'1.
Il vient 2 (MP + MQ + MB)MA + MB + MC.

Il'y a égalité ssi AB = BC = CA et AA’= BB’ = CG= 1, c’est-a-dire si T est équilatéral et A’ est
diamétralement opposé a A, etc., bref T est édudhtie centre M

11.7. Triangle cévien d’aire maximum . A

Probleme: Soit M un point intérieur au triangle ABC. Le
droites MA, MB et MC recoupent les cotés BC, CAA& resp.
en A, B’ et C'. Comment choisir le point M pour gdiaire du
triangle A’B’'C’ soit maximum ?

Ind.: Soient (X, y, z) les coordonnées barycentrigdesM.

2xyzAire(ABC) ) .
X (=y)(1=2) et déeterminer 5 ¢ c

XY, 2>0,x+y+z=1}.

Montrer que Aire(A'B'C’) =

Xyz
WP iy a-y) @2

Pour des compléments, cf. Concours général 1985.

11.8. Ellipses d’aires extrémales

Proposons-nous de résoudre ici quatre problématfsed des ellipses.

# Parmi tous les triangles inscrits dans une ellipseiver celui ou ceux d’aire maximale.
+ Parmi tous les triangles circonscrits a une alipsuver celui ou ceux d’'aire minimale.
v Parmi toutes les ellipses circonscrites a un gt@rtrouver celle d’aire minimale.

& Parmi toutes les ellipses inscrites dans un tl&rigpuver celle d’aire maximale.

Triangles inscrits d’aire maximale.
Soit & une ellipse. L'application qui, a un triangle insd@ = (A, B, C) 0 &x&x& associe son aire

Aire(T) = %|det(ﬁ KC)| , est continue. Comnt&x&x& est compact, cette fonction est bornée et

atteint ses bornes. Le minimum est O ; il estattjgour A = B par exemple.

Pour caractériser les triangles d’'aire maximummdfarmons le probléme par affinité. fSést une
affinité transformant I'ellipse en un cercle, ot EBNené au probleme suivant : trouver les triangle
d’aire maximum inscrits dans un cercle. Il estlfadie montrer que ce sont les triangles équilakerau
Il'y en a une infinité ; ils sont tous circonscrés cercle de méme centre et de rayon moitié. Par
affinité, les triangles cherchés sont en nombiigiinte sont les affines de ces triangles équitaté.
Tous sont circonscrits a I'ellipse de méme centidealemi-axes moitiés.
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Ellipses de Steiner
Soit T le triangle ABC. Parmi les ellipses circoriigs a T, c’est-a-dire passant par A, B et C,ehy
a d’aire aussi grande qu’on veut. Mais il n’y equaune d’aire minimum :

Théoréme: Parmi les ellipses circonscrites au triangle AB@ en a une, et une seule, d'aire
minimum. On l'appelleellipse circonscrite de SteinerElle a pour centre le centre de gravité G du
triangle, et elle passe par ABCA'B’'C’, ou A’, B', Gont les symétriques de A, B, C par rapport a G.
La tangente en A a cette ellipse est parallele®@.(B

Parmi les ellipses inscrites dans T, c’est-a-@dirgentes aux 3 cbtés, il y en a une d’aire maximum.

Théoréme: Parmi les ellipses inscrites dans le triangleCABY en a une, et une seule, d’aire
maximum. On I'appellellipse inscrite de SteinerLe rapport de l'aire de cette ellipse a I'aire du

triangle estﬁ. Cette ellipse a pour centre le centre de grdvithu triangle, et elle passe par les

milieux des cotés, et elle se déduit de la prédédesr Hom(G , %2). Siiz 2, z3 sont les affixes des

sommets du triangle, et P(z) = (z9(z — )(z — ), les foyers de cette ellipse sont les racines du
polyndme dérivé P’(z). Enfin, la droite passant pes foyers est la droite minimisant la somme des
carrés des distances des sommets (droite de risgresthogonale).
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12. Trois problémes célébres

12.1. Le probléme de Pappus

Probléme: Soientl” un cercle donné, P, Q et R trois points align
Construire un triangle ABC inscrit dans le cerClelont les cotés,
éventuellement prolongés, passent respectivemeft, @ et R. B

Ce probleme est résolu dans mon chapitre sur tdecdrpermet de
résoudre le probleme des cercles tangents d’Apokorromme le
montre Heath (t. 2, p. 182-185). Le probléeme suilegénéralise.

12.2. Le probleme de Cramer-Castillon

Ce probleme généralise celui de Pappus. Il fut @msd742 par le suisse Gabriel Cramer (1704-
1750), et résolu en 1776 par le géomeétre italiestillan »°.

Probléme de Cramer-Castillon : Etant donnés un cerdleet trois points P, Q et R non situés Bur
construire a la regle et au compas un triangle ABGcrit dans le cercle, et dont les c6tés,
éventuellement prolongés, passentparP, Qe ~ C

La solution que voici est tirée de Carrega.

Q

Analyse: Supposons le probléme résolu. Soit O le centreedclel .

1) La paralléle a (PQ) passant par B recoupeidelel” en E, la droite (EA) coupe la droite (PQ)
en F. Montrons que F est déterminé par les données.
Ona ACB = AEB (angles inscrits) et AEB = AKRBRIternes-internes), donc ACB = AFP.
Il en résulte que les triangles CPQ et PAF sonbianes.
Ainsi, on aPF .PQ = PA.PC = puissance de P par rappoft.a
Ceci détermine F & I'aide du cer¢lest des seuls points P et Q.

De plus, F peut étre construit a la regle et aupasa partir d€, P et Q.
Il suffit de mener de P une sécante au cefcl&i cette sécante coufeen U et V, le cercle
circonscrit au triangle UVQ recoupe la droite (R@Q)le point F cherché (fig. de gauche).

% GiovanniFrancesco SALVEMINI (Castiglione 1709 - 1791), gedre italien connu sous le pseudonyme de
Castillon, du nom de son lieu de naissance.
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2) La paralléle a la droite (FR) menée de Buped en G. La droite (EG) coupe la droite (FR) en
H. (Si E = G, la droite (EG) est remplacée pardagente en E &). On montre comme précé-

demment que les triangles EFH et RFA sont semidablequeFH . FR est la puissance de F par
rapport a . Ainsi, H est constructible a la regle et au cosnp#iaide dd', F et R.

3) Montrons que la corde EG peut étre constaupeartir des données (a l'aide de F et H) a leereg
et au compas.
La corde EG est sous-tendue par I'angle inscrit @& a un angle des droites (FQ) et (FR).
Soit K le point de la demi-droite [FB) tel que FKrayon du cercl€.
Le cercle de centre K passant par F coupe (FQBRX én g et r et la corde [g r] a méme longueur
que EG. Il en résulte que si s est le milieu dedale [q r], la corde EG est tangente au cercle de
centre O et de rayon Ks. On construit donc EG agatit une tangente passant par H au cercle de
centre O et de rayon Ks.

Synthése
1) On construit le point F sur la droite (PQ)qeeP_F P_Q = puissance de P par rappoft.a
Nous avons vu que cela pouvait se faire a la réighel compas.

2) On construit le point H sur la droite (FR)dae FH . FR = puissance de F par rappoit.a

3) On construit le point K sur la demi-droiteJJtel que FK = rayon dE ; puis on construit le
cercle de centre K passant par F qui coupe lesedr¢FQ) et (FR) en g et r ; puis on construit s
milieu de [q, r].

4) On construit le cercle ayant méme centre ©get de rayon Ks.

5) On construit les tangentes au cercle prédédssmes de H, ce qui se fait a la regle et au esmp

6) Ces tangentes coupent le cefcken quatre points. L'un de ces points est le pigqui permet
de terminer la construction ainsi :
La droite (EF) coup€ en A, la droite (AR) coupE en B et la droite (BP) coupeen C. Comme le
point E est a choisir parmi quatre points, il estgible que I'on soit amené a faire plusieurs gssai
pour retenir le point E qui convient.




Remarques 1) La méthode proposée est également valaldguerP, Q et R sont alignés (Pappus).
L’analyse montre alors que E et G sont confondudrbite (EG) est alors remplacée par la tangente
en E arl'. La synthése se simplifie car le cercle de raysrest confondu avdc

2) Ce probleme se généralise a un cerclenewcaniqud et des points M(1< i < n) non situés
surl ; il s’agit de trouver un polygong @ < i < n) inscrit dand™ tel que M U P, Pi+1 pour tout i.
Exercice : On considére les trois inversions ft ,ale pdles respectifs P, Q et R, et qui corsdrv
le cerclel”. Montrer I'existence du triangle ABC en considéram g o f.
Références Berger, 10.11.4 et 16.3.10.3, Dorrie, p. 144;XJallandreau, p. 199, Carrega, p. 98.

12.3. Le probléme de Malfatti

Ce probléme fut posé en 1803 par litalien Malfattet
résolu par lui dans le 1 volume de seslemorie di
Matematiche e di Fisica delld Societa italiana del
Scienze

Probleme de Malfatti : Tracer a 'intérieur d’un triangle
trois cercles, chacun d’eux étant tangent aux deires
et a deux des cotés du triangle.

Ici encore, je suis fidelement Carrega.

Analyse: Supposons la construction réalisée, B C
désignons paraf, (b), (c) les trois cercles cherchés,

centrés em, b, ¢, et inscrits dans les angle@s, L3> é

L Gian Francesco MALFATTI (Ala, Trento, 1731 - Ferrara 1807) étudia sous&icet d’autres, avant de
recevoir une chaire a l'université de Ferrarectivdt un livre important sur les équations du 5éaegré. Il est
célébre pour avoir posé et résolu en 1803 le prnobldes trois cercles, probléme déja résolu danadedu
triangle isocéle par Jakob Bernoulli. Malfatti démra analytiquement I'existence de ces cercless mai
parvint pas a en donner une construction effectexi fut 'ceuvre de Steiner en 1826 ; Steiner@deanta
d’indiquer sans démonstration les théoremes peantetie parvenir a ce tracé. Cayley en 1852 et ¢inii861
expliciterent cette construction. Clebsch résa@uytrobleme au moyen des fonctions elliptiques.
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1) On désigne par D, E, F les points de cortadb) avec €), de €) avec &) et de &) avec D).
Les trois tangentes aux cercles passant par D, d6nFles axes radicaux des cercles pris deux a
deux, elles concourent donc au centre radical Groescercles. On note ces tangentes a l'aide de
leurs points d’intersection avec les cotés du tfiapar MN, PQ et RS.

Appelons U et V les points de contact dedt () avec la droite BC. M ayant méme puissance par
rapport alj) et ), on a MU = MV. On obtient alors MSMP = US- VP = SF- PE = GS- GP.

La relation MS- MP = GS- GP exprime que M est le point de contact aveecddaelBC du cercle
inscrit dans le triangle GPS. On désigne pgrlé cercle inscrit dans le triangle GPS. On afitide
facon analogue les cerclds)(et (c') tangentes en Q et R aux droites AC et AB.

2) RS est tangente commune intérieure aux ce@leet (b’). Nous allons établir que la seconde
tangente commune intérieure a ces deux cercles pas<C.

Menons par C la seconde tangente issue de €rele ®'). Cette droite coupe la droite GS en H.
Le quadrilatere CNGH étant circonscrit au cerblgrfous avons :

Q) CN + GH = NG + HC.
Eneffet CN+ GH = (CQ + NQ) + (G+ aH)
Bt Ny) + (Gy + HB)
N Gy) + (CB + HB)
NG + HC.
Le quadrilatere CNPG est circonscrit au cercle ¢ar
les droites portant ses cotés sont tangente)s B¢ fagon
analogue au cas précédent, on a :
(2) CN+GP=NG+PC.
De (1) et (2) ondéduit: (3) GP+HCEPGH.
Menons par C la seconde tangente issue de C de ¢&jc Cette droite coupe la droite GS en H'.
Le quadrilatére GPCH’ est alors circonscritg ét on a :
(4) GP + H'C =PC + GH'.

De (3) et (4) on déduit HC — HG = H'C — H'G. Cett#ation nous indique que H et H’ sont situés
sur une méme branche d’hyperbole de foyers C BXeGalus nous savons que H et H’ sont situés sur
la droite GS et méme « visiblement » sur la demitdrGS. Cette demi-droite passant par le foyer G
de I'hyperbole coupe la branche d’hyperbole en eu point, d’ou H = H'. Ceci montre que les
secondes tangentes issues de C aux ceralpst( (b") coincident ; ainsi, la seconde tangente
commune intérieure aux cercles) (et (b') passe par C.

3) Désignons par W le point de contactgeayec AC ,
X le point de carttde @) avec PQ ,
Y le point de carttde @) avec MN.
On a MD = MV = XE (MV = XE est la distance entreudepoints de contact des cercles (a’) et (c)
avec une tangente commune extérieure). De méme QW= QE.
Par addition on obtient MY = QX.
Désignons par Q' et M’ les points d’intersection ldedroite QM avec les cercleb’) et (@). la
relation MY = QX s’écrit M\Z = QX2 et elle exprimer que la puissance de M par rapp®? est
€gale a la puissance de Q par rappoat)ade qui s’exprime aussi par :
MQ.MQ = QM .QM'
Il en résulte que MQ’ = QM’, puis MM’ = QQ’.
Appelonsay, by, C; les projections orthogonales deb’, C sur la droite QM.
Les triangles C@M et Maja’ sont semblables, ainsi que les trianglegQ@t b1b’, on a donc :
CM _ Ma CC _Qb CM _ Ma Qb
CC Ma '~ CQ Qb CQ Ma Qb
Mais MM’ = QQ’ entraine My = Qbq, d'ou %—'\é = %.
Les triangles rectangles Gllet CQb’ sont donc semblables et aindidl= QCb'.
Il en résulte que les cerclas)(et (b') sont vus de C sous le méme angle.

et par multiplication :
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Rappelons que nous avons démontré en 2) quectande tangente commune intérieure’a dt
(b) passe par C. Le résultat que nous venons d'abtesus dit alors que cette tangente est la

bissectrice intérieure de I’angé du triangle ABC.
Nous avons, pour démontrer ce résultat, rais@ave€ le point C et les cercles)(et (b). On
démontre de méme que la seconde tangente comnténielne alf’) et (c') est la bissectrice inté-

rieure de A, et la seconde tangente commune intérieusg) &{ (C') est la bissectrice intérieure de
B.

Synthése
1) On construit |, centre du cercle inscrit dartgle ABC.
2) On construitd), (b"), (¢') cercles inscrits dans les triangles IBC, ICAASS.

3) On construit MN, PQ, RS, secondes tangerm@asraines intérieures aux couples de cerdd@s (
(), (c) et (@), (&) et (b'). Ces droites sont nommées par leurs points efggction avec les cotés
du triangle ABC. On retrouve ainsi les axes radiodes cercles cherchés, qui se coupent en un point
G.

4) Les droites MN, PQ, RS déterminent des ti@sghacun ayant pour cotés une de ces droites et

deux c6tés du triangle ABC. Les cercleg, (b), (c) inscrits dans ces triangles sont les cercles
cherchés.

Notons gue toutes ces constructions sont élémeatairs’effectuent a la regle et au compas.

Références Hadamard, t.1, p.310, Dorrie, p. 147-151, Calteau, p. 202, Carrega, p. 102,
Brocard-Lemoyne, t.1, p.157

13. Théoréme de Morley

«Avec mon trio, nous avons essayé toutes les fgdee la
géomeétrie, triangle, carré, et les combinaisonssjentrecoupaient
eussent révélé de nouveaux théorémes si on noilobsarvés»

Eric Jourdan, Le songe d’Alcibiade

Tous les points et toutes les droites remarquatilesiangle sont constructibles a la regle et au
compas... a I'exception des trisectrices, qui possegeurtant de tres intéressantes propriétés
découvertes en 1899 par MoreyEn réalité, celui-ci s'est intéressé au lieu destres des

cardioides variables tangentes aux trois cOtésridmgle, et a découvert en passant que les

trisectrices intérieures du triangle forment uartgle équilatéral : ce qu’on pourrait appeler peetit
théoréme de Morley », seul abordé ici.

En 1910 Satyanarayama a publié une démonstratggmameétrique, et Naraniengar en a donné une
preuve élémentaire. Il existe une preuve par lespbexes, et une preuve a I'envers, due a Raoul
Bricard. En 1998, Alain Connes est revenu sur Jetsli’exercice ci-dessous donne une preuve du
petit théoreme. Pour une étude plus complete,satiti toutes les trisectrices et non plus les

22 Franck MORLEY (Woodbridge, Suffolk, 1860 - Baltimore, USA, 193y8gna une bourse qui lui permit
d’entrer en 1879 au King's College de Cambridgelull interrompre ses études pendant un an pounsaide
santé, et passa ses examens en 1884. Il ensegnaateématiques au college de Bath jusqu’en 1883, p
gagna les Etats-Unis ou il devint professeur alegel Quaker de Haverford (Pennsylvanie). Il y dula
avec deux autres anciens de Cambridge, Scott &nklss, qui étaient a Bryn Mawr. Il enseigna a Rignsité
John Hopkins. Morley a travaillé surtout en géoreétmais aussi en algebre. Il est surtout connu peair
démontré en 1900 un célébre théoréme de géométomr equel les foyers des cardioides tangentedraisx
cbtés d'un triangle forment un ensemble de neufteBptrois a trois paralléles aux cétés d'un fylan
équilatéral. 1l en résulte en particulier que Iesectrices d’'un triangle forment un triangle éqtéral. Mais
son article géométrique préféré portait sur la tigae de Liroth (1919). Morley adorait poser desbfFmes
de maths, et en 50 ans publia une soixantaine delgmes, la plupart géométriquesnfin, c’'était un
excellent joueur d’échecs, qui battit une foishampion du monde Lasker, autre mathématicien.
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trisectrices intérieures, et les cardioides taregemtux trois cétés du triangle, voir le probléme
d’agrégation interne 2001, I'article de Warusfehsléa RMS, et le livre de Viricel.

Probléme : Soit ABC un triangle. On note = 3, B= 3P et C = 3y les angles en A, B et C du
triangle,a, b, c les longueurs des cbtés BC, CA et AB, et R lemaj cercle circonscrit.

Les trisectrices intérieures du triangle ABCceapent en P, Q et R comme l'indique la figure ci-
contre. On se propose de montrer que le triangl® €D équilatéral.

1) Montrer que—&. =B =_C _-oR
sinA  sinB  sinC
2) Montrer que :
singsin@a+30)
sin(@+p)
3) Montrer que QR = 8R.sm).sin(B).sinfy) et conclure.

RA = 2R.

= 8R.sin(3).sin(y).sin(% +Y).

La géométrie du triangle n'a pas fini de suscites decherches, comme en témoigne un article de
Grégoire Nicollier, professeur de mathématiqueaisah (et guide de haute montagne), sur les suites
de triangles de réflexion, paru ddsur la sciencesn juin 2013,
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Exercices

Exercice 1: Hommage & Camille Lebossé & Corentin Hén{@yurs de 4™ Nathan, 1947).
Construire un triangle connaissant Les trois cétés, b etc.

- Les cb6téx = AB ,b = CA et la hauteurtissue de A.

- Les cbtés = BC ,b = CA et la hauteurdissue de C.

— Deux cbtés et la médiane relative a I'un d’eusfreau troisieme).

- Un c6té et les médianes relatives aux deux autres.

- Les trois médianes.

- Deux cbtés et I'angle opposé a I'un d’eux.

- Un co6té, un angle adjacent a ce cété et la sonemeeux autres cotés (ou leur différence).
- Un co6té, un angle adjacent a ce céteé et la haigseuwe du sommet de cet angle.

— Deux cb6tés et la hauteur relative a 'un d’eusreau troisieme).

— Deux cb6tés et le rayon du cercle circonscrit. {Gicutera)

Exercice 2: Soient B et C deux points distincts, et M umpaeiappartenant pas a la droite (BC).
Discuter 'existence et I'unicité d’un point A véant :

# M est le centre de gravité du triangle ABC ;

¢ M est le centre du cercle circonscrit du trian§RC ;

v M est I'orthocentre du triangle ABC ;

& M est le centre du cercle inscrit au triangle ABC. [ Capes 2010 ]

Exercice 3: Etant données trois droites concourantes, aginstun triangle tel que les trois droites
en soient : a) les médianes ; b) les médiatricg$es hauteurs ; d) les bissectrices intérieures.

Exercice 4: Soit ABC un triangle isocele en A. Le milieu M §BC] se projette orthogonalement
en H sur (AC). Soit P le milieu de [MH]. Montrer eules droites (BH) et (AP) sont
perpendiculaires.

[ Le Monde, 18 juillet 2006 ]

Exercice 5: Indices triangulaires

Dans un triangle ABC, on construit M, milieu de [ABt H, projection de C sur (AB).
On donne trois indices : la distance AC (100 myitdance HM (50 m), I'angle B (35 °).
Quelle est la valeur des deux autres angles ?

L¢ Monde, 23 septembre 2015 ]

C

B

A H M
Exercice 6: Inscrire un carré dans un triangle comme l'indida figure ci-dessous.

(Pour des compléments, @fangentep. 86-93.) .

A G B
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Exercice 7: Le triangle d’Abul-Wafa

Le mathématicien arabe Abul-Wafa (940-997) insenittriangle équilatéral dans un carré par la
méthode suivante. Soit ABCD un carré de centreelcdrcle de centre A passant par O coupe en E
et F le cercle circonscrit au carré. La demi-dr¢@&) recoupe [AB] en G, la demi-droite [CF)
recoupe [AD] en H. Montrer que le triangle CGH égtiilatéral.

Exercice 8: Un sangaku japonafd

Le triangle est rectangle, ses cotés sont ensersaire est 60. Quels sont ses deux diamétres (des
cercles inscrit et circonscrit) ?

Probleme 9: Le théoreme de Lazare Carnot (1803)
A

Soient ABC un trianglega = BC,b = CA, ¢ = AB ses c6tés,
O le centre et R le rayon du cercleanscrit, r le rayon du cercle inscrit.
On note P, Q et R les projections de O sur lessd®@ CA et AB du triangle.
On se propose de montrertteéoréeme de Carnot:
OP + 0OQ + OR =#R si le triangle est acutangle,
-OP +0Q +OR=R+r silangle A est obtus
autrement dite.OP +¢’.0Q +£".0OR = R + r, oug = 1 si le segment OP est intérieur au triangle, et
€ =-1 s'il est extérieur au triangle, etc. On utiliserdahéoréme de Ptolémée.
1) On suppose ABC acutangle, et on note x = PP OQ et z = OR.
a) Montrer que OPCQ sont cocycliques. Erugdédjueay + bx =c.R.

B En 1639, le shogun ferma les frontieres du Japemrienca une période dite dakoku("fermeture du
pays"), ol les chrétiens furent persécutés, legramportugais et espagnols interdits d’accostbegelivres
étrangers proscrits ainsi que les voyages a I'§narSeuls étaient autorisés a commercer les madshie la
Compagnie hollandaise des Indes orientales. Ceta jdaqu’en 1854, quand une armada américaine ezblig
le Japon a s’ouvrir au monde extérieur. Pendantees siecles, les idées occidentales cesséresitntie-
duire et les mathématiques japonaises se dévelappén circuit fermé. Elles s’épanouirent au dédougc
Takakazu Seki(1642-1708), qui élabora une théorie des déternsnalns puissante que celle de Leibniz, 10
ans avant celui-ci, et trouva des méthodes powudfse des équations algébriques de degré élevalldar
ement, on vit fleurir une élégante tradition mathéque : samourais, marchands et paysans philomathe
résolvaient des probléemes de géométrie variés,ipsisivaient leurs résultats sur des tablettebals qu'ils
suspendaient sous les toits des édifices religi8aban les cas, cemngakuy littéralement "tablettes mathéma-
tiques", étaient des offrandes aux dieux ou dess difx autres visiteurs des temples. La pluparce®
sangakuétaient issus de problémes de géométrie euclidiemscrire des cercles dans des cercles ou dans d
triangles, des ellipses dans des cercles et invers etc. Le probleme de Malfatti, le théoremeGdesey
(relation entre les rayons de 4 cercles tangents &™° cercle ou a une droite), le théoréme de Descartes
(relation entre les rayons de 4 cercles tangerits2®, le théoreme des 6 sphéeres de Frederick Stodelyt
démontrés au Japon avant d’étre démontrés en EuBgpendant, les mathématiques japonaises s'érdlér
et, en 1854, étaient largement devancées par lggmatiques européennes.
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b) Montrer de mémeé.z +cy =a.R et cx+az=b.R.
c) Montrer que S :;Zl(a +b+c).r, puisque S :% (ax+b.y+c.2.
d) En déduirea.x+b.y+c.z=(@+b+c).r.
e) Déduire de ce qui précéde quey+z=R +r.
2) Reprendre la démonstration précédente lorisaugle A est obtus.
3) Application a un sangaku

Soit un polygone convexe racétés inscrit dans un cercle (C). On choisit urengulation de ce

polygone et on trace les cercles inscrits danswhdes triangles. Montrer que la somme des rayons
de ces cercles est indépendante de la triangulettioisie.

Exercice 10: Soit ABC un triangle. Montrer gu'’il existe unigaoe triangle inscrit PQR (P sur la
droite BC, Q sur la droite CA, R sur la droite AB) que RFR1 BC, PQO CA et QRO AB.

Exercice 11: Le pivot de A. Miquel
Soit ABC un triangle fixe, P, Q et R trois points s cdtés du triangle, M un point du plan.
1) Montrer que si ARMQ et BRMP sont cocycliqualers CQMP sont cocycliques.

2) On suppose maintenant le pivot M fixe, etQPet R mobiles sur les cdtés en sorte que les
cocyclicités ci-dessus soient respectées. Montrerlg triangle PQR reste directement semblable a
lui-méme. En déduire que tout point semblablemiénd IPQR décrit une droite et que toute droite
semblablement liée a PQR enveloppe une parabdtzydeM.

Exercice 12: Figure de Vecteff (1816)

24 Vecten, professeur de mathématiques spéciales & Nimeslesmnnées 1810-1818, ou il fut collégue de
Joseph Diaz Gergonne, aurait-il découvert cetterdigen allant a la tour Magne ? On ne sait riefudgas
méme son prénom. Geneanet suggére qu'il seraihanig de I'Oise.
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Soit ABC un triangle. On construit extérieurememtidangle les carrés ACRS, BAMN et CBPQ,
de centres resp.£D03 et Oy, et on complete les parallélogrammes MASA’, PBNBRCQC'.

1) Montrer que les droites BS et CM sont perparidires, ainsi que CN et AP, et que AQ et BR.
2) Montrer que les droites AA’, BB’ et CC’ sarttncourantes en H, orthocentre du triangle ABC.

3) Sur quelles droites se trouve I'orthocentraréhngle APQ ? En déduire que les droites CN, BR
et AH sont concourantes.

4) Montrer que M§+ NF; + QR2 = 3.(AB2 + 802 + CA2).
5) Montrer que les droites1®, O>B et G3C concourent en un point V, orthocentre du triangle
010203.
Exercice 13: d’Euler & Poncelet

1) Soient T = ABC un triangle, O et R le cerdtée rayon du
cercle circonscrit, | et r ceux du cercle insatita distance Ol.

Montrer que é: R2 — 2Rr. En déduirex R ; cas d'égalité ?

2
2) Réciproguement, soieh{O, R) et C(I, r) deux cercles
vérifiant OF = R? - 2Rr. Montrer que, pour tout point[B T,
il existe un triangle ABC inscrit dafiset circonscrit a C.

NB : Ce résultat est un cas patrticulier du grar@btbme de
Poncelet.

Exercice 14: Dans le plan on considére un triangle ABC, st
six points D, E, F, G, H, I tels que ABED, BCFG, AGsoient des carrés extérieurs a ABC.
Montrer que les six points D, E, F, G, H, | sontydiques si et seulement si on est dans 'un des
deux cas suivants :

* le triangle ABC est équilatéral

* le triangle ABC est rectangle isocéle. [ Concours général 1996,1 ]

Q

Exercice 15: Soit T un triangle. Montrer I'équivalence desymiétés :
a) T estisocele ;
b) T a deux hauteurs égales ;
c) T a deux médianes égales ;
d) T a deux bissectrices intérieures égales.
NB : Ce dernier probléme est di a Lehmus-Steirfekfez p. 140 et 144, et Tangente, p. 34)

Exercice 16: Soit T un triangle. Montrer que les symétrigdeschacun des sommets par rapport au
c6té opposé sont alignés si et seulement si OH R2Ryon du cercle circonscrit).
[ Indication : On pourra considérer 'homothétieadmtre G et de rapport 1/4 ]

[ Concours général 1999, ex. 5]

Exercice 17: Un jardin a la 6-4-2

Le jardin d’Alice a la forme d’un triangle rectapgisocele. Tandis qu'elle se tient au sommet de
I'angle droit, Bob et Charléne se postent aux dauktes sommets. Pierre, quant a lui, est a
I'intérieur, a 4 métres d’Alice, a 6 métres de Batba 2 meétres de Charlene. Quelle est l'aire du
jardin ? [ Monde, n° 680, juillet 2010 ]

Exercice 18: dédié & Rémi Coillet-MatillarSoit T un triangle ABC. On note p la projectiam 4B
parallélement & BC, q la projection sur BC paratiént & CA, r la projection sur CA parallelement
a AB. Soit M un point du plan. Etudier la suiteu@ente (M,) définie par :
NM=M , Mak+1=p(Mai) , Mak+2=0(Mak+1) » Mak+3 = r(Mak+2).
Exercice 19: Soit T un triangle ABC.
1) On note A = A, An+1 le centre du cercle inscrit dans le trianglgB&. Montrer que la suite
(An) converge vers un point L de BC que I'on détermane
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2) On note A = A, Anp+1 l'orthocentre du triangle fBC. Que dire de la suite (A?
[ Concours général 2005, ex. 3]

Exercice 20: Soit T un triangle ABC. On considere la suitg)de points définie par :
A=A,A1=B, A =C, A3estle centre de gravité du trianglg®N+1An+2-
Montrer que la suite (/) converge vers un point du plan que I'on détermgsine
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Sites Internet de géomeétrie du triangle :
Cut-the-knotpropose 54 démonstrations du théoréme de Pythagore
http://perso.wanadoo.fr/bernard.gibert/html
site d’'un haut niveau animé par un collegue stépts.
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/Efiitl,
site de Clark Kimberling, contenant les définisaet les coordonnées barycentriques et
trilinéaires de plusieurs centaindes points remarquables du triangle !
Japonese Temple Geometry Problerasense les sangaku

Les triangles dans le sable

Il ne voyait pas les mouettes qui volaientcencle au-dessus de sa téte ni les galéres et les
triremes qui glissaient doucement a I’horizonpaltait une étrange robe vague, et son visage était
fixé avec une expression morne et angoissée sudessins dans le sable, tandis que ses levres
murmuraient des mots inintelligibles. Un vieillaadx yeux malins et ridés s’assit a I'autre extrémit
du banc ; et, aprés avoir observé pendant un madegegestes du jeune homme, lui parla d’'une voix
douce :

- Que faites-vous donc avec votre baton, mon ami ?

Le jeune homme sursauta comme s'il elt égrisudans une occupation honteuse et criminelle.

- Je dessine des triangles, dit-il en rougissarmrbént.

— Et pourquoi, aprés en avoir dessiné un, I'effacmrs avec votre main pour ensuite en dessiner
un autre pareil au précédent ?

— Je ne sais pas. Je crois que ces triangles weanat et je voudrais le découvrir.
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- Un secret... dites-moi, mon ami, souffririez-vqaex hasard de mauvais réves ? Criez-vous
parfois dans votre sommeil ?

— Cela m’arrive de temps en temps.

- Et quel est le réve qui vous hante dans la nuit ?

Le jeune homme rougit de nouveau de toutvgzage.

- Je réve toujours que ma chére Célia et moi assisiax jeux athlétiques auxquels mon ami
Porphyrius prend part ; il lance le disque, maissda mauvaise direction, et le lourd engin viant e
roulant dans l'air frapper a la téte ma pauvre femqui s’évanouit avec un sourire mysterieux sur
les lévres.

Le vieillard se mit & ricaner et posa la m&in|'épaule de I'autre.

— Mon cher ami, dit-il, vous avez de la chance quédstin m’ait fait traverser votre chemin, car
je sais interpréter les oracles, déchiffrer legydgis ; je suis un guide pour les affligés. Celasvou
coltera une drachme, mais ce n’'est pas trop payéaihtenant, écoutez : j'ai remarqué que,
pendant que vous racontiez votre réve, votre mataisremise machinalement a dessiner dans le
sable. Quand vous parliez de vous, vous dessimiezigne droite ; quand vous parliez de votre ami
Porphyrius, vous dessiniez une seconde ligne & alrgit avec la premiére ; et quand vous parliez
de votre femme Celia, vous complétiez le triangietracant I'hnypoténuse reliant les deux autres.
Ainsi, votre réve devient parfaitement clair : w®sprit est obsédé par une inquiétude que vous
cachez a vous-méme ; et le secret du triangle, l@ukcouvrirez aisément en interrogeant vos
serviteurs sur la vie privée de votre femme.

Le jeune homme, dont le nom était Pythageedeva d’un bond :

- Louange aux dieux qui vous ont permis de déchiffémigme qui hantait ma pensée ! Au lieu
de continuer & dessiner ces stupides triangles eo@ne fais depuis deux ans, je m’en vais rentrer
chez moi et donner a Celia une bonne raclée, qingiconvient & un homme raisonnable.

Il effaca du pied la derniére figure qu'iledtvdessinée, puis, retroussant sa robe, s’élagna
pas rapide sur la plage. Il se sentait heureurdagé ; le sombre et inexplicable besoin de dessin
des triangles dans le sable l'avait quitté poujdiars ; et c’est ainsi que le théoreme de Pythagere
fut jamais découvert...

Arthur Koestler , Croisade sans croix

Sonnet pointu

Reviens sur malé sens ton amour qui se dresse ;
Viens. J'ouvre maésir au tien, mon jeune amant.
La... Tiens...Deueent... Va plus doucement..

Je send esuwfond ta chair qui me presse.

hyhme ton ardente caresse
Au gré de mon balancement.

O mon ame... Lentement,

oRmgeons l'instant d’ivresse.

La... Vite ! Plus longtemps !
Je fonds ! Attends
Oui... Je t'adore...

Val!Va!Va!
Encore !
Ha!

&dhrd Haraucourt,
La ledgle des sex¢$882)
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Le triangle orgueilleux a dit. ..

Le triangle orgueilleux a dit :
- Je suis symbole de science,
C’est en m'étudiant que le savant péatit.

Le triangle orgueilleux a dit :
— Je suis symbole d’harmonie,
Et ma voix argentine a I'orchestre s’unit.

Le triangle orgueilleux a dit :
- Je rayonne au fronton des temples,
Et c’est en mon milieu que I'ceil de Dieu luit.

Mais voici dans les cieux une voix qui s’écrie :
- Toi qui te dis Science et te dis Harmonie,
Qui t'égales aux Dieux en d'insolents discours,

O Superbe, courbe la téte :
Tu ne seras jamais la roue de la bicyclette
Avec lagquelle on va jusgu’a Saint-Pétersbourg.

Franc-Nohain, FIOtes(1898)

Keith Haring, 1988
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